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1. 

Exercitationes analyticae in theorema Abelianum 
de integralibus functionum algebraicarum. 

(Auetore Dr. Georgia Rosrnhain Breslav.) 

(Cont diwert. No.Sl. tom. XXVIII. faM.111.) 



Caput II. 

De reductione dgebraica integralium fanctionum algebraicanim. 

11. 

(9i designamos, ut snpra, per y radicem qDamlibet aequationis irredneUbilis 

caias codfficientes pm pofynomia data ipstns <r sunt, per X„ et m aiunero0 
quoslibet integros positivos, per b quantitatem coiuitantem, periV«^.| fanoUonein 
rationalem ipsius x, per a deniqpe qpemlibet e nmneris 1, 3, 3, .... n— 1, 
integnile 

manifesto'^exhibetur ut aggr^gatiim lineare integralium 



diversis ipsoram f ö, X„ yaloribos respondentiam , idqae aoloram (101,)) aut 
ipsomm (101.) et (102.), prent Na^i integra et fraeta est. Qnaestio antem de 
reductione algebraica nobia est de numero minimo Integralium (101.) et (102«)) 
quam minimis numerorum l^ et tu valoribus respondentfum, ad qponim aggre- 
gatum lineare, addita fonctione algebraica, integralta (101.) et (102.) cetera, 
ad quoslibet ipsorum il« et m valores pertinentia, omnia reVocantur. 

— J; ^ aw qnaerentes, in aequa- 
tione (27.) supra inventa 

Cf^'a J.anal£ 4.1LBd.XXII.aiftl. 1 
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ponamus fanctioiies rationales By ipsius ar integraa esse. Tnm etiam ipsae iV^, 
ipsios X emnt fnnctiones integrae, atqne ostendendom erit^ pro gradibns satis altis 
polynomiomm By ^ eomm constantes semper ita determinari posse, nt n «*« 2 jfO^ 
lynomia A^, iV,, JV«, .... iV«, ^«^-i^ •••• -^V« omnea identice evanescant, 
qao tarnen constantes onmea nondnm consnmtae sint^ ita nt etiam reliqais apte 
determinatis, certns terminonim nnmems ex ipsa fdndiane integra N^^i exter*^ 
minari qneaL 

Certis formis spedalibos aeqjoationis (p(x,y)=^0 exceptiS) hac ratione 
semper invemetnr numerus minimus eorum integralium (101.), ad quae ce- 
tera algebraice reducuntur^ quin fiinctionibus By integris positis (exoeptia iUis 
casibus excipiendis) numerus cofifBcientinm constantium in ftmctionibus By de* 
terminandarum tantua erit^i quantus pro dato gradu polynomii 2V«^, maximus 
esse potesL Formae exdpiendae aequationis q>{x,y)^=0 eae sunt, pro quibos 
inter eofifficientefl constantes n-f 1 polynomiomm p^^ intercednnt (ales rda* 
tiones, quarum ope^ et qaoties functionnm B^ aliquae certis denominatoribus 
gandent) niimeratores ii-^3 fiinctionum JV,, iV,, .... iV«, *^«^af •*•• ^m 
et pars fracta genuina ipsius N^^^i exterminari qneant^ alfis constantibos nn* 
meratomm iunctifHium By per alias apte determinatis; atqne bac eliniinatione 
facta, in parte integre functionis iV.^i nibilominus numerus constantium inde- 
teiminatarum maior remaneat, quam is, qui inTenttnr, si IVmctiones By parte 
fracta genuina omnino carenL ünde bis casibos e ftmotione integre N^i gra«* 
dus dati maior terminomm numerus eüerminari poterit, ubi fimctiones By Ulis 
denondnatorttus datis gaudent^ quam ubi ab Initio integrae ponuntur. Quae 
tamen relatlones quales sint, infira ducebit, nbl de reductione integralium 
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f / _fi -q,«/ \ ^^ agetar. Hoc loco satis erit, demonstrare, fbnetioiilbas 

c 

By integris positb^ ex aeqaatione (27.) ratione commemorata semper inveniri 
posse numerom finitiun yaloram X^ , ex ipso a et e gradibus polynomiorom /^^ ^ 
et K^^ y pendentem, aat minünum int casibus Ulis exceptis eadem via etiam com- 

— ^— T — dx^ 

quae bis valoribos nameri X« respondent, fonctione algebraica addita, revocen- 
tar cetera integralia (101.) eidem a et cinlibet e nomero infinito ceterorum 
valorum ipsius Xa respondentia. 

Gradus n — 1 polynomionim B^ qaum plane sint indeterminati , nibil 
impedit, quominiis omniam eandem b esse statuamus; tibi enim conditiones, 
quibus ab eorum coifficientibiis constantibns satisfieri debet, gradunm aequali- 
tatem neu permittniit, ipsae nonnollas iubebimt evanescere e numero ooSffiden- 
tiam constantiom , qaae potestates altissimas ipsius x afBdant; iinde ftmctiones 
By gradas asseqaentur diverses. Continebimt igitur n — 1 polynomia B^ gra- 
das 6% (^ — 1)(64'0 terminoS) quorom eo£fficientes constantes ad arbitriom 
determinare licet, atqoe eas in id consumere nobis proposaimns, nt, siqoi- 
dem nomems b satis magnns fiierit, n — 2 e n — 1 polynomüs Nr^i identice 
evanescant, et ex ipso (n^l)*^ N^^i etiam certas terminomm nmneras ex-* 
terminetur. Quia pro onudbns vidoribns 1^ 2, 3, .... n— 1 indids r babeiliiis 

Nr^i=^ Sy{Bl'yIr^y'\'ByKr^y)^ termini polynomiorom N^^i manifeste enint 

fonctiones lineares homogeneae co£fficientimn constantiüm n — 1 fonctionam J9„, 
ideoque ipsi ü aeqoales positi praebebnnt inter bas co£fBcientes systemata 
aeqnationum lineariom, qnamm nollus terminns non ductus est in nnam e qoan- 
titatibus determinandis. His antem aeqoationibus constantes determinandae nnlla 
exeeptione satisfacere debent, neqoe^ ut possint, poscitnr, ut novae intercedant 

relationes inter constantes data9 polynomiorum j9o, Pi^ p^^ Pn» Qttoties 

igitur aeqoationmn illarum) qoas termino a qnantitatibus inveniendis libero carere 
videmnSf v ant adeo^-f ^ °^^ ^™* ^^ intern e quantitatibns determinandis, 
naqne coöfficientes datae polynomionim p^ forte einsmodi sunt, nt istamm y'\^a 
aeqoationam nonnuUae, quarum tamen numerus i^^^-f ^ ^^^ debet, e ceteris 
sponte proveniant, v quantitates, inter qnas sunt, omnes evanescere debent, ot 
satisiBat qi|ibuslibet v e v^a aequalionibus. Patet veroy systemata talia y-f er 
aequationum inter y incognitas inveniri posse in nnmero aequationum ad ter-' 

1» 
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minos altfssimos polynomiomm iV^i exterminandoa necessarianun , siqtiidem 
polynomia Ir^y et polynomia K^^v^ diversis indicmn r et v yaloribus respon- 
dentia, ntraqae gradibus diversis gaudeant; uiide ea confirmantor, npae supra 
adnotavimiis de gradibos fänctfonam B^ infira b*^ deprimendis. 

Eodem modo seqnituT) si vice versa inter aliqnas e certo nnmero v 
quantitatum indetermlnatamm datae sint aequationes lineares, termino a quanti- 
tatibus inveniendis libero carentes, e quibas bae qaantitates aliae per alias de- 
terminarentur, ac si ex aliis cansis intelligatur) omnes r qaantitates evanescere 
debere, ut aeqoationibiis datis satisliat omnibus, nomeram eamm aeqoationiim 
datamm, e qnibus ceterae sponte proflnant, numemm r qnantitatmn incogiiita- 
rum ant aeqaare ant saperare5 et aequationes datas esse inter omnes r qaan- 
titates incognitas, sive harom y qoantitatom nallam esse, quin in una saltem ex 
aeqoationibas datis inveniatar, nee non, si nameras earam aeqaationam data«^ 
ram, e qaibas ceterae sponte proflaant, sit .v-\'0^ earumqae a non nisi a—r 
contineant e r qaantilatibas inveniendis, esse debere r^a. Aliter enim e^ 
aeqaationibns datis non omnes qaantitates inveniendae evanescent, sed aliqaae 
indeterminatae remanebant, qaod est contra hypothasin. 

His praemissis sine negotio perspicitur, nnmeram terminornm, qaos 
n — 1 polynomia iV;.^! continent, nameram (i>-^l)(6-fO cofiffidebtiom con'- 
stantinm n — 1 functionam By aat aeqaare aat saperare, nee non qaamlibet 
earam certe in uno illoram terminornm inveniri, nnde non necesse erit., pro- 
lixins demonstrare, inter codfficientes constanles polynomiornm p^ tales rela- 
tiones intercedere non posse, qnae nnmeram terminoram n — 1 polynomioram 
Nr^i minorem qnam (n — l)(A-f 1) reddant. Ex aeqnatione enim 

dx v'iy) 

seqnitor, (n— l)(6-f 1) constantes n — 1 polynomioram 0^ omnes valorem ipsins 
sibi poscere, abi n— 1 polynomia iV^^i identice evanescnnt. Nam aliter 
aeqnationis (27.) pars qnidem dextra evanesceret, sed sinistra non evanesceret, 
ideoqne y esset radix aeqaationis rationalis gradas tif^ minoris; qnod est contra 
bypothesin. Nameras igitar terminoram in n — 1 polynomüs A^r+i contentoram 
erit (n — l)A-|-Ä^(n— l)6-f"^ — 19 ^®^ nameras k ex ipso b pendebit, sed 
e solis gradibns datis polynomioram /^,„ et JE^,^; ipsam vero /Va+M V^^ 
constantibns fanctionnm B^ non determinatis identice evanescere ndn polest, 
certe b — t terminos continebit, nnde nnmeras terminoram in ceteris n— 2 po- 
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lynoiiiUs iVs , N^^ .... N„.^ ^^«,4.2 9 A^n contentonun nomquam maior esse 

qmpn (n — "3)64- Ar -{-1 9 ideoqoe b semper satis magnos sumi poterit) ut nu- 
UMTOS (n — t)(6-f 1) qnanütatiim determkiandanim superet nomerom terminomm 
im» — 2 polynomiis iV^^i extenninandis contentomm ; quo facto tota aeqoatio (29.) 
non simnl identice evanescet cum his n — 2 polynomiis iV^, iV),-. . .. iV«, 
JVa^2^ .... N„. Ut enim A'a^i, constantibus fimctioniim J9,; non determinatfs, 
identice eyanescere posset, et n — 1 polynomia i«,» et n — 1 polynomia K„^v 
pro omnibns indicis v valoribns 1, 2, 3, .... n — 1 identice eyanescere de- 

berenti ideoqoe propter aeqoationes ia,v=^K,a^ Ä«,v+-^,« ==^^«' ^ ^^^ 
n — y polynomiorom iV^^i neqoe B„ neqoe eios derivata B^ inveniretor, onde 
aeqoationis C^70 pars qoidem dextra a constantibos fbnctionis JB^Jibera esset, 
neqoe tarnen sinistra, qood contra hypothesin aeqoatlonis 9>(^^x) = irre- 
doctibilis esse vidimos. Et generaliter inter constantes polynomiorom p^ relationes 
tales intercedere non possont, qoibos qoaelibet v ex omnibos n — 1 polynomiis 

terminorum B\, Ir^ ^ -f B^ K^^ „ , qoibos conflantor, non nisi v — a contineant iis- 
dem V — a valoribos indicis v respondentes, sf qoidem a designat nomerom m- 
legrom imaiorem qoam 0. Nam si tales relationes darentor, eyanescentibos 
identice omnibos n — 1 polynomiis iV^^.!, omnes constantes n—\ fonctionom 
B^ non evanescerent ; qood absordom esse vidimos. Qood nra minos simpliciter 
seqoitor e proprietate determinantis a clarissimo Jacobi in eommentatione ,, De 
forma et proprietatibos determinantiom*' (vid. Diar. CrelL tom. XXI. pag. 290) 
demonstrata, acUicet: ,, Determiuans c(mflatom e (n— 1)^ elementis 



''»•i»»»-i^ ''r,,«^,, /r,^r^^, .... /r^_, ,p^, 

abire in prodoctum a doobos Determinantibos 

qooties pro indicis r valoribos Ti, r,, r,, • . . . r^ evanescant n — l — r elementa 

M I W f " 

'^f^r+i^ ^'•f'^r+a* ^»'»«'r+s' ' • • • . *»*»«'»-i' 

Designavimos aotem per r^^ ra, r,, r^.^ et per ri, »29 «^39 »n-i 

valorea 1, 2. 3, .... n — l bdBeom r et 9 ota'osooe secondom leirem aliaoam 
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ordinatos. Ubi eiE&m pro iisdem v valoriboB ornnibus Ti, r,, r,) ..«. r, in- 
dicis r onom tantiim e r dementis Ir,», ^ /r,«. , ir.v, 9 • • • . Ir,»,. ipsi aequale 
Sil, Determinans S± Ir^^t, Ir,,t, /r,,r, •••.•• ir,.,r^ ideoqno etiam ipsnrn 
JT + Ir^ , I,, Ir, , •, -'r, , •, . . • . /r^» , »,.. evanesciiiit , qnod est contra hypothesin, 
qnia aeqoationem q>{x,y)s=:{} radidbos diversis gandere, sive, qood idem 
valere vidimos, Detenninans -2?±ir.,Vj Ji-,,r,/r,,©, .-. .lr,.»,r^» identice non 
evanescere snpposuimos. Unde seqoitor inter n— 1 polynomia N^^i nrnnqnam 
inyeniri r, qnae tantom e numero functionun By minori quam r pradent 

Si igitor per N^^^ quodlibet e it— 1 polynomüs JV^4.| deslgnator, de- 
monstra vimns , constantes n — 1 ftinctionüm B^ semper ita determinari posse, 
ut n— 2 polynomia iV,, iV,, 2V^, .... iV«, iV^^s? •••• ^n quidem identice 
evanescant, neqoe tarnen iV^^i , nisi quidem 6 infra limitem cerfnm A, e gra- 
dibns polynomioram 1^^^ et K^^y pendentem, decrescat. CoeflBdenäbns con- 
stantibos it— 1 fimctionnm B^ hac ratione determinatis aeqnatio (27.) abit 
in hanc: 

103. -i j^ = ^,^^^ . 

Si b limitem ilium A aeqnat, eoöfficientes constantes n— I fonctionam 
By omnes determinatae sunt praeter unam, per quam tota aeqoalio (103.) di*- 
idditttr; sin vero b limitem A m unitatibus superat, aive si b^sssA-i^-m, in 
aequatione (103.) m-j-l constantes fonctionam 0„ etiam indeterminatae inemnt. 
Gradus antem polynomii N^j^^ generaliter totidem «litatibus cresdt atque ipse b; 
nbi igitor designator per y« grados, qno JV.+i pro b=^A gaudet, postquam 
constantes polynomiorum 0^ ita determinata sunt, ut aeqnatio (27.) in ipsam 
(103.) abeat, generaliler pro b^^^A-^-m gradus ipsius N^^g in v^-fm abibit; 
nnde m-f-l constantes, quae posito 6 = 2l-fm in aequatione (103.) adhuc 
indeterminatae inveniuntur, praeter unam , per quam totam aequationem dividere 
licet, generaiiter in id consumi possunt, ut e polynomio N^^^ m termini in 

ducti exterminentur. Sit igitur m aut aut numerus quilibet integer positivus, 
aeqnatio (103), ratione modo exposita, praebebit sequentem 

— ^(1 — ^* continealem; siquidem 
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ifa+i darignat polynomiimi ipsfvs x gradw (v«— 1)^ cofiflMMtibiis datis, qiiae 
aeqae ae ooAfficientef n — 1 polynomionua B^ e nnmero m et e gradibas et 
eoAffioientibas datis polynomionun p^ pendeni 

Casibas specialibos fieri poterit, at pro ▼aloviboa aatb magnis nameri m 
ad dextram partem aeqoationis (104.) etiam adiiciendom sit aggregatom lineare 

nmneri finiti integralinm formae/^^rfx In qoibns exponente. l snnl 

nniheri integri poaitivi minores quam i^a-j-^^ 9^^^ tamen caras hoc loco non 
olterina proseqnimnr, sed tantnm adnotamns, eos locum habere 5 quoties poly- 
nomia f^ ita comparata aint, nt pro cerlia nameri m yaloribos terminus altis- 
simos polynomii N^^^ in af"*^"^ dnctns in aequatione (103.) aponte evanescat 
ope aequationum ad eetera n — 2 polynomia iV^^i exterminanda necessariarum. 
Patet antem bis casilms gradum polynomii .üfa^i in aeqoatione (104.), con- 
atantibns indetemünatis aequationis (103.) apte consomtia, tot nnitatibas commi- 
niri poase, quot dentnr valores numwi m natnrae assignatae, ita nt hoc modo 
aeqnatio (103.) abeat in hanc 

105. f'^^^u!r"' 'dx 

abi iC.^.i«=:/9ia:^«+Aar*« + -,.-fÄx^*, et li>K>h*^-^>K sant na- 
meri integri positivi, /9|, y?,, ß^^ .... ß^ antem eonitantea datae, quaram t 
primae ßi% ßt^ --•^ ßi ipsi O aeqoales ponendae sunt, si K>ya — ^-h ^^^i+n 
et nbi designetnr per M^^i polynomium datnm ipsins x gradns (i^., — 1 — c)% 
per m vero nnmerus qoilibet integer positivus , tero non excepto, pro quo 
K.-}-m — e nnllum e nameris datis it|, Ij^ l^^ .... Xc aequat. 

Coios rei exemplnm dedlt clarissimus lUcheM in praelectionibuS) qai- 
boa nos adfoimus, de integralibos hyperellipticis in universitate Reg^omontana 

j-, in quibiis 

^(x) designet polynomium ipsius x gradus (2iit)^, alia ad aHa algebraice re- 
doeere vdit, inventurom aase aeqaationes 
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siqnidem designantar per /^(^)^ /i(^)f J^p iV polynomia data ipsioa x, ex 
(nrdine gradibns ii^, m^,. (3m — 2)"°, (2»»— 3)'* gandentia, per a ant aut 
nomeras qnilibet integer positivus ^ exeepto a = mf per /9 denique constans^ 
qnae ipsi aeqaalis ponenda est, qaoties a<Cm* 

12- 
üt exhibeatur reductio algebraica integraUimi /-^^_ dx in 
aeqaatione * 

ponendum est 

luo. if, = Jr-6■t■(a:-*)«^^(x-6J•"^••••'T"(x-6r 
undeJ7,; considerator nt ea pars, qnae, fiinctione fracta ipsins x in fractiones 
simplices discerpta, e faclore (x — 6)"*~' denominaloris originem ducit. Poly- 
nomia i,., ,; et ÜC^, ,; ipsios x evolvamas secnndom potestates ipsios x—b^ erit 

107. Nr^, = sl(Btl^, +B.Ä...) 

siqnideni ^^^i designat polynomiuin ipsins x, et Dr^i^ JD^^,, J9^^,, Dr^^ 

^ntitates constantes sunt, quae e constantibus Cy^^ pendent aequationibus 



kin-*l 



joe . 



jD . = ji' — L- Is'* f iSC5-« (h) — I^'^ (b)] C =—S^ ^— 5 liC<*-*> (b) C 

ubi designat /7tf productum 1.2.3.... s, et, posito nt supra f^*>sss:-JJg^ /^^(6) 

designat yalorem, in quem f^*^ abit, si b loco ipsius or ponitnr. Forma duplex 
aequationis nltimae prodit ex aequatione I^'^ zss Sl^^^^ -^^ Ki^^\ 

Numerus eonstantium C„,« indeterminatarum est (m-— l)(it«-<*l); quae 
igitur, quia per unim totam aequationraa (37.) dividere Heet, in id consumf 
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poeisimt Qt satisfiat (m— 1)(ii — 1)— 1 aequatiombns linearibus, scflicet n — 2 
aeqoentibus : 

109. 1 et (m— 2)(ii— 1) aliis^ quae ex bis m — 3: 

' l>r,-..i=0, l>r,m-2=0, ö^,«.,=0, .... l>r,2 =0 proveiiiunt, 
ioco indids r ponendo alios post alios valores I5 ?9 3, .... n— 1. 

Si Ti, r,, r,, . .. . r^ significant qaoslibet v ex n— 1 valoribus in- 
dida r, demonatrayiiniia , fiinctioniim I^^y bis v yaloribna indicis r respon- 
dentimn non nid tantam numenim identice evanescere posse, ut e numero 

Ksdem yaloribns r|, r,, .... r^ Indids r et qnibnslibet v^^ r,, r,, .... v^ 
indids 9 respondeant, unam saltem identice non evanescat. Unde patet con- 
stantem h semper ita eligi posse, ut aequationom (109.) aliae ex aliis sponte 
non proveniant) neqae ulla n — 1 qaanütatum Dr^^^ constantibus Cy^m^i non 
detenninatis identice evanescat, et, aequationibns (109.) resolntis, neque D^^ 
neqäe omnes n — i expressiones D^^i identice ipsi aeqnales fiant. 

Si constans b boc modo eligitor, (m— l)(ii— 1)— 1 rationibns (m— lXfi~l) 
eonstantinm C^,« ex (m— l)(ii— 1) — 1 aequationibus (109.) detenninatis, aeqna- 
tio (27.) abit in banc: 

110. ^•.m/(^_j)«y.(^)— Jjx-brv'\y)*^J ' ip\y) 

Posito, Qt supra, 

L = -s±/,.i Xi,2 /5,s . ^ in-i,..! = ;^r'y'(r.)y'(y») • • • v'iTn), 

d significator per L{b) valor, in quem L pro x = b abit, exbibentnr ex 
aequationibns 
(109,1.) A,«.-=0, J»a,.=0, JD3,-.=0, .... -»^1,^=0, J»a^.i.-*=0, .... 

rationes 

aiqoideni designatnr per v^ qnilibet e n— 1 yaloribos 1, 2, 3, n— 1 in- 

didi 9# et quantitates A^ cofiffidentes snnt aequationum 

Ci«lle*t Hmul t d. M. Bd. XXIX. BtH 1. 2 
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Lci = A^n^i -f-^jHi, •\' A^m^ -{-•••••f-^ ^n-^i ^ 
MjC2 = A^mi-f- A4 ift, -j- -^6 1»5 -j- . . . . -|" ^+iW*ji— 1 9 

qaas inversas esse aeqnationum 

«•2 = -'1,2 ^f -f -^2,2 ^2 + ^3,2 ^3 -f • • • • "f -'•-1,2^11-1 1 

^3 = '1, 3 ^1 1" '2,3 ^2 T •'3,3 ^3 T • • • • ~r -""-IjS ^»-1 9 

^n--i==A,ii--i^i"r-'2,ii-i^2"r*3,ii-i^"r • • • • 1" '■ii-i,»«-i^«-i 

supra 4einoiistraviiiias. 

Deinde ex n — 1 aeqaationibns 
(109,1) M^_, = 0, A,^i=0, A,«-i = 0, .... ll^,,.^t = 
inveniaiitar valores n — 1 constantiiim Cv^m-2 ^ — 1 valoribus 1, 3, 3, . • • • n — 1 
indlcis v respondentium , atqae erant eanim denominator communis L (6) , nume- 

ratores vero omnes in eandem constantem ^ > '"''/ ducti. 

Qnibus valoribus in n— 1 aeqnationes 

(109,3.) A,^2=0, A,m.2=0, -»3,m-2 = 0, .... J»,,i,^2=0 

substitutis, eruuntnr valores n — 1 constantium Cy^^^^^ denominatore communi 

{L{b)Y numeraloribus autem in eandem constantem "' ' '"""^ ductis gaudentes. 
Sic pergens exhibes ex n— 1 aequationibus 

(109,*.) A,m-H. =0, A,,.x^,=(), />3,^.j^, = 0, .... I>,.,,„-i+, = 
valores n— 1 constantium Ci,^.;^, C,,«.i, C;,«.^, . ... C»^,,^i, et valo- 
ribus constantium Cv^m^t^ Cy^m^^^ ^v,m-3 9 ^i;,m-.t+i substitutis, fit earum 

denominator communis {L(6)}^^', numeratores autem omnes in eandem con- 
stantem ^''' ' '",':* ducti erunt 

Denique n — 1 aeqnationes 
(109,m— 1.) 1>,.2 = 0, A,2=0, A,2 = 0, .... ö„.,,, = () 
valores praebent n — 1 constantium C^^i^ quarum denominator communis eodem 

modo fit {L(6)}'~~^ et quarum numeratores omnes eodem factore """^ ' '^^ gaudent. 

Posito igitur ^''' ' "T' = {L(*)}"-% (m— ix»-t) coMtant« C„ . omnes 
fiunt iunctiones integrae ipsius (6), earumque n — l constantes C^,! per L(6) 
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non divisibiles; nnde etiam ipsum L(b) dextram aequationis (110.) partem 
non metietar, in parte autem sinislra erit J9«,m= {L(6)}"*~'. 

Qoibus coUectis aeqnatio (1 10.) docet, integrale / KZ, ,. dx, addita 



fonctione algebraica ipsius x generaliter revocari ad integrale / * _ax ^ — r ^^> 
in quo n— 1 quantitates D^^i sunt constantes datae, et ad aliud integrale 



jt-i 



-* ;-- -T dx, in quo M^^^ est polynominm datum ipsius x, de cuins 

integralis reductione algebraica supra egimus. Quoties autem b^ radix est 
aequationis li=iJ>jr*y'(yi)y'(y2)y'(yj).-.- y'(yn) = eins modi, ut b — bi 
sinistram partem aequationis (110) non metiatur, posito bi loco ipsius b in 
aequatione (110) et D„^^ et quantitates C\, omnes praeter n—l quantitates 
C^,^i evanescunt propter factorem L(6i)s=0; ipsarum autem C^^i rationes ex- 
hibentur e quibuslibet n — 2 e numero n — 1 aequationum 

A,2 = 0, A,2 = 0, A,2=0, .... ö^,,, = 
(nam propter L(Äi) = e n — 2 earum (it— !)*• sponte profluit) per formulaa 
C, i : <?2, 1 : C,, a : . . . . : C,.,, , = A,^, (*,) : A.^t{b,) : A,^,ib,) :....: A.^^, (*,), 
siqnidem s designat quemlibet e n— 1 numeris 1, 2, 3, .... n— 1; ita nt 



n-l 



D^i sunt quantitates constantes e cofifficientibus et e gradibus polynomiomm* 
p^ pendentes, addita functione algebraica simpliciter revocetur ad integrale 



S Mr+1 y"-^-* 



/— i — dx, in quo ilfr+i designant polynomia ipsius x e polyno- 

miis datis pm pendentia. 

J, . — dx ex aequatione 

(37.) exhibuimus, fanctionibns J7 integris positis et eorum co§fficientibus apte 
detemnnatis. Sed adnotavimus, hac ratione numerum minimum integralium 

- , z — dx ad quae datum quodlibet / — ^ . — dx algebraice revocari 

qaeat, non semper inyontum iri^ sed casus exstare, quibus, etsi iunctio- 
nim B^ nonnullae denominatoribus datis gaudeant, numeratoribus n — 2 functio- 
Bm iV,, iV|) •••• iV^9 ^a+39 •••• ^»-19 ^n «t parte firacta genuina ipsius 

2» 
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^a^i ope constantinm indeterminataram miineratonim fonctloniim B^ exter-. 
minatis, in parte integpra functionis iV^^i nnmenis constantiam indetermma- 
tarum maior adhuc remaneat, qaam is qui in fnnctione iV^^i, i» — 2 fonctio- 
nibus iV^^i ceteris exterminatis, inveniator, si functiones B^ ab initio integrae 
ponantur. Ita nt, ubi fanctionibus B^ forma illa fracta tribuitur, ex aequa- 

77-x — dXf 

tt . algebraice reduci polest, quaAi inve- 

nitor, nbi functiones B„ ab initio integrae ponnntar. Ut antem fonctio ratio- 
nalis fracta ipsins x^^ denominatore dato finito, identice evanescat, et pars in- 
tegra et numerator partis fractae genoinae singuli evanescere debent, atque ut 
fonctionis fractae genuinae numerator identice evanescat, nnmeratores fraetio- 
num simplicium, in quas discerpitur, singuli evanescere debent. Unde casus, 
de quibus sermo est, ii erunt, quibus^ posito 

pro certis ipsorum m et 6 yaloribus constantes C^,« ita determinari poscunt, 
ut in aequatione (27.) partes fractae genuinae n— 1 fonctionum iV^i identice 
evanescant; atque ubi complures dantur yalores numeri m et constantls h, qui 
hac proprietate gaudeant, aequationibus omnibus, quae pro bis yaloribus ipso- 
rum m et b ex aequatione (27.} proyeniunt, additis ad aequationem, in quam 
ipsa (27.) pro forma integra functionum B^ abit, prodit formula, e qua nu- 

— 'fr— r — dx ratione supra ex- 

posita invenitur. 

Casus autem, pro quibus in aequatione (27.) functiones iV^^i omnes, 
posito ut supra 

^•^ "" jp~* »(x—ft)»''tjr—fi)» '••••» (jr- *)«-'' 

integras reddere licet, non nisi pro talibus constantis b et numeri m yaloribus 
locum habere possunl, pro quibus utraque pars aequationis (110.) eyanescaL 
Ubi enim, postquam in aequaüonem (27.) substituti sunt yalores constantium C^,«, 
quales ex aequationibus (109.) inyeniuntnr pro quibuslibet ipsorum m et 6 ya- 
loribus, utraque pars aequationis (110.), in quam hac substitutione facta aequatio 
(27.) abit, pro certis ipsorum m et 6 yaloribus, quos supra exdudimus, eya- 
nescit, patet, hos yalores tales esse, pro quibus constantes C„^« ex aequationi- 
bus (109.) yalorem sibi poscant indeterminatum f , ideoque aequationum (109.) 
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aut aliqoae identice evanescant, aut aliae ex aliis spoote prodeant. Aeqoatione 
igitnr (27.) ope earum aeqnationnm (109.)) quae o ceteris non pendent, in 
formam aeqaationi? (HO.) redacta, numerns certus constantium C^^^ indeter- 
minatae remanent, et casus, de qoibas sermo est, ii enint, pro quibiis hie nn- 
menis superat numeram earum qaantitatam JD«^ ^ , Di^i^ ^2,1) ^9,m • • •• ^h-i^m 
quae, postqaam omnibus aequationibus (109.) satisfactom est, in aeqnatione (110.) 
adhnc inveniuntur. 

Horom casnnni nnam exemplnm attniisse satis eriU Quem in finem casom 
simpficem eligimns, quo constantes polynomiomm p^ ita sunt cbmparatae, ut, 
siqnidem nmnerus m valorem certnm »ii band superat, posito 6=61 m qnan«^ 

titates il>a,m) ^«,m-M Jfa,m^2^ ^«,2$ 0^,i ideutice evanescant. Quod, 

ut fieri possit, ex aequationibus (108.) sibi poscere vides conditiones 

Ä«.r(*i)=o, Ä;,(fto=o, jk:„(Ax)=o, .... Ä2,-v-^> (*,)=() 

et Äi,-V-'^(*i) — /i,'^""'H*i)= — Är%»"'^(*i)= 0, sive pro omnibus indicis r 
valoribos 1, 2, 3, .... n — 1 gaudere debere /^^ et Ä^^. factore (^— ^i)"*'^*, 
K^r autem factore (a? — Ai)"^"' Positis igitur m = iii|.6 = A|, fiunt propter 
/^^=/^^. pro 11 — 2 valoribus 1, 2, 3, . ... «,—1, a-f 1, a-f 2, .. • n—l 
indicis r, ex aequationibus (109,1.) ^^,^,-1 = 0, ex aequationibus (109,2) 

C^ ^_j = 0, , ex aequationibus (109, k.') Cy^m,^\ = 0, , denique ex 

aequationibus (109, m,— 1) C^| = (); ideoque/ 

Ut praeter D«,t eliam reliquae n— 2 quantitates D^,, evanescant, aut Äi;";-'^(*j)3i=0 

ideoque propter Ä;^,:-'>(A,)=0 etiam/i:r^>(*i)=irft-^^(60+^irr"'^(*i)^ 
esse, sive /„,r = ^r,« factore (or— i^r^ ac simul JC., ^ et JS;^ . factore (j?— *J-»-' 
gaudere debent, aut poni debet C^,m>i = 0. Ponamus iflud locum habere, 
scilicet (ar — ii)'"* esse altissimam potestatem ipsius ^ — ^i, quae polynomia 
/^^=;1^^., (^ — ^i)"*'^* autem altissimam, quae simul polynomia if«,r6t J^r,« 
roetiatur. Yidemus enim alterum casum, quo Ca^m,-~-i ipsi aequalis poni debet, 
nt praeter Z>.,i eliam ceterae n — 2 quantilates Dr^^ evanescant, quia poly- 
nomia I^^r noJ* ^^^ V^^ potestatem (x— Ai)*^""* polynomia JC«,^ non nisi per 
(x — b^"^"^ divisibilia sunt, ex altere casu provenire posito fli| — 1 loco ipsius nii • 
QuibttS collectis aequatio (HO.) abit in hanc. 
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in qna »i| — 1 qoantitates C«,« sunt constantes indetemiiiiatae et 

ipsius X est functio integra. Ponamus praeter b^ et »ii exstare etiam k — t 
paria valomm b2 el m2^ b^ et m^^ . ... b^ et fn^^ pro qnibos aeqaatio (111.) 
locmn habeat, erit, si desig;naiiiQ8 per B^^B^^ • • • • •^o^i ? «^a+t i ^a+a ^ • • • • 'An— i 

fonctiones rationales integras ipsius x, per B^ autem fractam denominatore 

(j*_ftj"«i-' . {x— ftj)'^"' . (ar— Ja)*"*"' .... (;r— ft^)**""^ gaudentem, in aeqaatione 

27. J'-^iy^ — rf^ = f^ÄA^^y^+^^y^'H- ••+/^-.r+-~;^0. 

pro valoribos 1, 3^ 3, •... n — 1 indicis r 

Tunctio rationalis inlegra ipsius x et numerum continebit con.f)tantium indeter- 
minatarum mi-\rVh'\' •••*'{' ^k — k unitatibus maiorem, quam is, qüi fnnctione 
B^ integra posita in ea invenitur. Ubi aeqaatio (111.) etiam posito a^ loco 
ipsius o pro certis ipsorum nii et 6| yaloribus locum habet, numerus constan- 
tium indetermihlfttarum pro iis4em gradibus poiynomiorum N^i in bis polyno- 
miis contentarum etiam augetur, si functioni B^ tribuitur denominator, qni a 
factoribus simpb'cibus compositus est illis ipsorum m^ et b^ yaloribus, qui ad 
indicem Oi pertinent, respondentibus. 

13. 

Pro aequatione binomia y(ar, y) = ;i^„ j'*-|-i^,i = 0, quae positis p^=zO^ 

P2==^0^ Pn^i='0 ex aequatione generali n^ gradus provenit, n— 1 functio- 

num Ir,v el n — 1 fünctionum/£,.^ ^ eidem valori indicis r respondentium omnes 
praeter Ir,n^r ^t K^^ „.^ evanescunt, unde pro omnibus yaloribus 1, 2, 3, ... . n — 1 
indicis r est iV^+i = Ä,LrA,i.-^+Ä»-.r-K,-,n-.r^ ideoque fnnctiones By omnes 
praeter i}„^ identice eyanescere debent, nt n — 2 polynomia JV,, ZV,, .... iV«, 
^a-^2 9 -^«+3 ^ • *'' N„ ex aequatione (27.) exterminentur. Sunt autem 

/«,»-« = —f^PiiPn, Äa,*-« = —(^ — ^)PoPn — €CPnP{^, 

unde, quia 9>'(y)^=^9^Poy"^\ aequalio (27.) abit in hanc: 

d{B,^,p^y) ^ _ np^p, g;,, J^{{n — a)p^p\J^ «y, p'^ } j?,,^ 

dx ^Poy 



•a 
9 



siye Substitute y = y( — — j in hanc : 



113. 
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Quia per factorem communem polynomiorum p^f et p^ totam aeqoationem 
Pi^y'\'P^ = diyidere licet, ponamos ea factore communi non gandere, 
atqae esse 

p^ = {x — a,f^ (^—02)*' •...(^ — «^)*^(?oi 

siqnidem per (^09 On desi^amuB polynomia ipsius x factoribos aequalibus non 
gaudentia. Sint porro 

F, = (a?-ft0(x-ft,)..,.(a?-O, Pn={x^b,)^-\x^b,)^-\...{x^K)^'\ 
Ideoipie />o=^o^ü(?ü5 Pn=JF„P^Q^, abit aequatio (112.)i porfös 

Ä— ^ Äf n—{n—a)k^ , n— (n— «)*^ , , n— (w— a)*^» 

in hanc 



nVi—pr'pv 

nbi J} designat fonctionem rationalem ipsius x; atque erit numerator partis 
dextrae aequationis (113.) manifesto nna cum B aut integra aut fracta, qnia 
PiiFnQüQm factoribus aequalibus non amplius gaudet. Sit A polynomium gra- 
dos h% sintque ^09 9i» gradus polynomiorum O09 Qn^ ^nt numerator partia 
dextrae aequationis (113.) functio integra ipsius x gradus (a*-|^+ ^0+ 9n'\' * — ' T^ 
et tantum continebit numerum constantium adhuc determinandarum , quantus pro 
dato gradu huius functionis maximus esse potest. Cofifficientes igitur A-}" ^ ^^^ 
Stentes polynomii B^ una excepta, per quam tota aequatio (113.) dividitur, 
per resolutionem b aequationum linearium generaliter ita determinari possunt, 
ut aequatio (113.) abeat in 

114. AI — :^ = i-^ ^p-^rn—Po Pn)^ 

^ •(- pr'Pi ) J v{-pr-pi ) 

nbi designantur per B„ polynomium datum ipsius x gradus (A4*'^4~7o'f'7»~^)^ 
per A quantitas constans, alque erit /^-f ^"f ^o-f 7« — 1 numerus mininros 
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integralhim formae /^^ , ad qaae cetera integralia eiosdem formae, 

quae aliis exponentia X valoribus respondent^ algebraioe revocantur. 
Fit autem 
A = {n*+(n---a)9r^-fa9r^,+(^4.y)ii— (ii_a)(*t-|-A;t+,...+*^) 

— a(iii,+»i, -(-•••• -{-••r)}/5<^)^« 

aiqnidem termini altiadmi polynomionim B, (^09 Qm «^ ordine designantor per 
ßx^, (fu^^f ^M^*; wde eluoet, qaotiea numeri a» f), y^i Ati, Ar,^ A^, . • • . A;^^ 
ffii, m,, ..•• «•,, jii, y, ita aint comparati, ut 

K = («— a)^f«+a9r^,4.(^4-y)m — (n — a)(*,+*,+A:3+....-j-A:^) 

— a(l»i-f-»la-f- ••••-}" **r) 

fiat negativus et per n divisibilis, inter valores ipsias &, qni simt onuies na- 

meri integri positivi^ nnllitate non excepta , inveniri uniiin 6 = , pro quo 

A^=0. Sit igitor K=z^na, sit pro * = a ii=0, atqne aequatio (114.) 
abit in liano 

siqoidem significamns per S^ et B^ polynomia data iprius x ex ordine gradi* 

bns (/^-f ^"h ^tf^f 9""*^^)*'' ®^ ^^"^ gandentia; et epe aequationis (115.) ex 
ipsa (114.) prodit, quamdin b<ia, 

ubi T«) J7|, snnt polynomia data ipsios x^ onios grados ex ordine sunt 
(i^+^+yo+y» — 3)*'% a*~, **■•; quamdin antem *>ii, ex aeqnatione (113.) 









/^ 



•(-IT"/':) 



nbi C designat constantem, e\ U^^ B^^ B polynomia data ipsius x ex ordine 
gradibna 0^^+^+90+9« — 3)*% ^^ ***" gaudentia. In termino enim nnmerato- 
ris dextrae partbaeqnationi8(113.) in dP'"**''^«+^»-^«-* ducto propter iia+JSC:»0 
non invenietor oonstanS) qnae in polynomio B in poteatatem x^ ducta est sed 
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tantam continebit eas 6 — a quantitates, quae in polynomio B coifficientea 
simt b-rr0 poteatatam x^, w^\ x^^\ .... x'"^^ Hanno autem coöffideii- 
Uain rattones eo determinantor nt b — a — 1 termini inter a^tissimmn in poteata- 
tem a?At+t'+*»+^»+*-» et (*—«-[- 1)*~ in poteslalem a?^+''+^*^ ^•+«-* ductom inter- 
medii e nomeratore dextrae paiüs aequationis (113.) eliminentur, unde terminus 
(A— a-|-l)^ non niai iina enm termino altissimo exterminari potent. Ut antem nnme- 
ras JiCfactore n gaudeat, ipse n numeram «(yü+*i+/c2+—+Af^— y«-«i— m«— ....— m^) 

metiatar necesse eat, unde, quam iat a<in, numerus 9o-f~^i'f^?4' 4*^ 

— q^ — ''^i — ^2 — • • • • — oir 9 qni est dlfferentia graduum polynomioram p^ et p^ j 
per n divisibSis esse, ideoque gradus expressionis — P^Pi^ qoae sub signo 

n 

y in denominatore integralis invenitur, factore n gaudere debet^ ut casus spe- 
cialis , quem consideramus , Iqcum habere possit. Quem etiam casum numquam 
exstare posse patet, si, pro quolibet Ar e jt^numeris k^^ A,, .... k^ et pro 
quolibet m et y numeris mi9 0^5 t^s) •••• »1^9 fiat n — (n — a)Ar>>0, 
n — am^O. Tum enim nameras K semper positivus erit. Quoties vero 

« — (n— a)*j<0, i(:pT^p^^ «bil Id (jr-^a^)^R, ubi R est polynomium 

per X — tfi diTisibOis, et obi x — Oi ipsam ß metitur, j- ^^^p- addita 

J{x-a,)VR 

/lUdx 
— 9 in quo M est 

functio integra ipsius x. 

Posito enim fn aequatione (113.) 

"■ (x-br-^ "r (jr-6)"^^ T • • • • T ^irj 
et polynomiis ipsius x, quae in dextra parte aequationis (113.) in ftinctiones 
B' et B ducta sunt , secundum potestates ipsius x—b evolutis , constantibusque 

Cn^i^ C^.29 C,, C, ita deteflninatis, ut m — 2 termini in (o? — *)-% 

(0? — 6)~% .... (0?—*)""'"+* ducti e parte dextra aequationis (113.) extermi- 
nentur, prodit 






116. 

obi significant />,., Di constantes datas, üf polynomiom datom ipsius x^ Q de- 

niqae fonctionem rationalem datam ipsomm x et yf — ^V Erit autem D^ 
valor, in quem nF^F^Q^Q, fro x = b abit; unde, qoum F^F^Q^Q^ pro- 

CraU.'t Jouml f. d. M. Bd. XXIX. H«(l 1. 3 



aice re- 



is i. RoBtnkain^ de integr. funet. mtgebr^ 

duotum sH a factoribua linearibus diversis polyBomii pl^^p^^ patet constantem 
D^ evanescerO) qnoties x — b ipsum p^p^ metiatar, ideoqae bis casibus 

/- , ^ — , (et non lainus / ^j — ^— V algebrai 

Jis-bUi-PTPi) \ J{^-b)V(-pr'pv^ 

duci ad f- ^^— » iii quo M polynomium ipsios x est 

Adnotandoift est, ex aequatione (113.) etiam exhiberi rednctio alge- 

/^ x^ dx f^ x^ dx 
braica inte^iis I j^ = I- , qaod aequationi 

j pt' ^^-pr^Pn) ^ v^(- ^pr'PnY) 

*"4"Po~^r»—- respondet, quae e data ^„y"4-/>„ = provenit per pj"' 

mnltipUcatione facta et posito p^^ y=^z. UM enim ponitur —^^^r ^^^ ipsias 0, 
pari3 dextra aequationis (113.) formam induit 

pi-'h-p^r'Pi) k-(p;r'Pny) ' 

in qua G et H sunt fünctiones rationales integrae ipsius x. Sed yidimus 

y ^ x^dx p x^dx 

yo Mdx 
;; , in quo M est polynomium 
. . v(-pr^pD 

ipsins X. 
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2. 

Allgemeine Untersuchungen über die Formen dritten 
Grades mit drei Variabeln, welche der Kreistheiiung 

ihre Enstehung verdanken. 

(Von Renn Stod. Gotth. Eisenstein zu BeriiQ.) 

(SchlttCi des Anftatiet No. 24. im Tierteii Hefte 28ten Bandet.) ^ 



Von der Classification der associirten Formen. 

§. 10. 

I. ' fT ie schon bemerkt, besteht das i^rincip der Classification der asso- 
ciirten Formen darin, je zwei Formen in fieselbe oder in verschiedene CSassen 
aufzunehmen, je nachdeia dieselben aequivalent sind, oder nicht. Wir woDen 
snerst darch eine rein arithmetische Betrachilnng nachweisen, dafs die AnzaM 
dieser Classen immer endlich ist; spfiter, bei der AuFsnchnng des aUgemeinen 
Gesetzes, welches zwischen der Primzahl;^ nnd der Anzahl der Classen statt- 
findet, wird die Wahrheit dieses wichtigen Satzes durch einen analytischen 
Beweis aufs neue bekrAftigt werden. Es lassen sich jedoch, der nothwendigen 
Kfirze wegen, hier nur die Grundzflge des Beweises geben und es mufs die 
weitere Ausfflhrung dem Leser Überlassen bleiben. 

t* fpDi^ kleinste positive Zahlt welche durch eine jfcf ebene assio^ 
ahnte iFWin darstellbar istj ist immer <C f/^.** 

.£g sei G eine gegebene assocürte Form und a die kleinste durch sie 
darstellbare jpositive Zahl, also auch — a die kldnste durch sie darstellbare 
Mgative ZshL Da die Darstellung nothwendig eine eigentliche sein wird, so 
kann man nach §.6. unendlich viele der G aequivalenten Formen mit dem 
ersten Coöfficienten a finden, fflr welche b, c, d in den Formeln 
b^^botp-^-b^tp-^-mih c =z c^,q> -\- Cu% d =^ d^tp -{- d^tp 
enthallen iind^ wo m und n alle möglichen ganzen Zahlen, 9> und y/ alle gan- 
zen Zahlen ohne gemeinschafOichen Theiler vorstellen. Da 2iV(c4-i'(»), nach 
q) mi ^ geordnet) einer gttadratischen Form mit den Variabein 9) und tf; 

3» 
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lind reellen ganzen CoSfficienten gleich wird, deren Determinante offenbar 
= — 3(Cof^— C)dfu)== — ^^^ ist 9 so kann man (nach Disq. arithm. art. 171.) 
fiber (p und y/ so disponiren, dafs iV(i?-f'(^)9 ^o anch JV(c-j-i/(i'), <Ctf 
wird. (Unter dem Zeichen <Ci ist hier immer die Gleichheit mityerstanden.) 
Femer kann man aber m so disponiren, dafs N{b)<^\JN(^a) wird. Es sei 
der Kürze halber C'\'d(f = e, c-^-dq^^^f. Wir können demnach eine der 
G aequivalente Form finden,* in welcher N(lß)<Z\a^, N(e) = N(f)<Co ist. 
Da a die kleinste durch diese Form darstellbare Zahl ist, so wird der Coöffi- 
cient von v^ in derselben, der ebenfalls durch diese Form darstellbar ist, 
absolut genommen, nothwendig >>tf sein, so dafs 

also um so mehr, nach einem bekannten Satze und wegen N (ri) ^= N {&)=p: 

N(a^)<{N(ib)+QpN(e)}\ 

A^(ö)<iV(&)+2/>2V(<p) 
sein wird. Hieraus folgt, wegen iV(A)<;^a* und N(e)<Ca: 
a'<Cia^-|-2/ia, a<CiÄ-f 2;i, i^<i2p, ä<C|;^; was zu beweisen war. 
2. Da demnach jede associirle Form wenigstens eine positive Zahl 
darstellt, die <C ip ist, so kann man jede associirte Form in eine aequivalente 
reducirle Form (§• 6.} verwandeln, deren erster Co£fGcient <^ip ist. Bildet 
man demnach alle redudrten Formen, deren erster CoSfficient <Cip ist, so 
wird die Anzahl derselben gröfser sein als die Anzahl der Classen, wenn sich 
unter ihnen aequivalente befinden. Aber aus der Definition der reducirlen Formen 
(§« 6. (9.)) folgt, dafs die Anzahl derselben endlich ist: fol^ch ist um so 
mehr die Anzahl der Classen endlich, und es ist zugleich eine Methode 
gegeben, um ein vollständiges System nicht aequivalenter Formen zu construi- 
ren. Wftre es gestattet, länger bei dem eben gefundenen, höchst wichtigen 
Resultate zu verweilen, so wärden sich auf dasselbe neue und elegante Lö- 
sungen der Probleme des §. 4. und §. 9. grfinden lassen ; wir behalten es 
übrigens vor, auf diesen Gegenstand zurQckzukommen. Wie schon bemerkt, 
wird sich weiter unten ein analytischer Beweis des Satzes ergeben; es ist 
daher vorläufig das bisher Entwickelte zu ignoriren. 
II. Es sei 

(1.) JP, F', F", F"'' etc. 
ein System von nicht ^lequivalenten associirten Formen, welche also die Eigen* 
Schaft haben, dafs jede associirte Form einer und nur einer von ihnen aequi-^ 
valent ist. Man suche alle ganzen Zahlen auf, welche durch die Formen (1.) 
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dargestellt werden können nnd bestimme für jede von ihnen die Anzahl der 
eigentlichen Darstellongen, deren dieselbe durch die Gesammtheit der Formen (1.) 
fähig ist Damit eine ganze positive ZahlJf, welche zu 2(jppi — pp^) relative 
Primzahl vorausgesetzt wird, durch eine der Formen (1.) darstellbar sei, ist 
nöthig, dafs eine reducirte Form mit dem ersten Cofifficienten Jf existire, 
welche einer jener Form aequivalent ist: fol^ch ist nach §. 7. erforderlich, 
dafs jeder Frimfactor von M za p cubischer Rest sei. Diese Bedingung ist 
abei* auch hinreichend, und ich behaupte, dafs wenn man 

(2.) M= 9f^*^,...^^ 

setzt, wo fi , ^2 u. s. w. verschiedene Primfactoren von M und sämmtlich zu p 
cubische Reste sind, die Anzahl der Gruppen von Darstellungen von M durch 
die Gesammtheit der Formen (1.) endlich uujd durch die Formel 

(3») 3 fix • 3 112 • 3 11} • • • • 3 11^ 

ausgedrfickt sein wird. In der That : unter der fUr die Primfactoren q von M 
gemachten Annphme bezeichnet die eben geschriebene Formel (3.) nach §. 7. 
die Anzahl der reducirten Formen, deren erster Coöfficient M ist; und da 
jede dieser reducirten Formen einer und nur einer von den Formen (1.) 
aequivalent ist, so entspricht nach §. 6. jeder dieser reducirten Formen eine 
und nur eine Gruppe von Darstellungen der Zahl M durch die Gesammtheit der 
Formen (1.). Giebt es z. B. unter den reducirten Formen a solche, welche F 
aequivalent sind, ß solche, welche JP aequivalent sind u. s. w. , so hat man a 
Gruppen von Darstellungen von M ^urch F, ß Gruppen von Darstellungen 
von M durch F' u. s. w. Da nun a-f/?-j-.... dem Ausdrucke in (3.) gleich 
ist, so giebt die Formel (3.) die Anzahl der Gruppen von Darstellungen, welche 
M durch die Gesammtheit der Formen (1.) zulfifst 

Es lassen sich jetzt nach dem vorigen Paragraphen die Yariabeln jeder 
assocürten Form Bedingungen unterwerfen, durch welche alle Darstellungen 
einer Gruppe auf eine dieser Darstellungen zurOckgefflhrt werden. Diese Be- 
dingungen sind fOr die Form F, wenn man a den ersten Co^fficienten von F 
vorstellen lAfst und a^F=^(p\px setzt. 



^4^ jO^(Logai-fLog»).Log(*y)+LogÖ.Log(A:V')<o, 
io^ Log93.log(Ary) — Logöl.LogCArV'Xa, 



und von Ähnlicher Gestalt für die fibrigen Formen. Man sieht also , dafs, 
wenn man in den Formen (1.) den Yariabeln nur solche Werthe in relativen 
Primzahlen giebt, welche den Bedingungen (4.) genügen, die Anzahl der 
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DarsteHtmgenvon M durch die Formen (1.) ettdüch und .durch die FiinMl(d.) 
ausgedrückt sein wird. 

Bildet man demnach Kwei ReihM ron Zahlet ^ indem man einerseits in 
den Formen (1.) die Variabein alle möglieben ganzen Werthe durchlaufen lilSrt, 
welche erstlich keinen gemeinschaftlichen Theiler haben , zweitens den Bedhi- 
gungen (4.) genOgen^ und vrelehe endlich drittens den Formen (1.) Werthe 
gebeft) die zu ^{ppi^pp^ relative Primzahlen und positiv sind: und in*- 
dem man andrerseits alle ganzen Zahlen Jf hinschreibt, deren afimmtliche Prioh- 
factoren zu p cubische Reste sind, und zwar jedes M so oft, als die For- 
mel (30 anzeigt: so werden diese beiden Reihen vollkommen identisch sein 
und sidi durch nichts anderes unterscheiden, ab durch die Anordnung ihrer 
Glieder ; und diese Identität wird nicht aufhören , wenn man in beiden Reihen 
von jedem ihrer Glieder eine ganz beliebige Function nimmt. Es ist demnach 
leicht, die Richtigkrit der folgenden allgemeinen Formel einzusehen, welche 
wir jetzt schreiben wollen, und in vrelcher zwei Fille unterschieden sind, je 
nachdem die Anzahl der GÜeder der Reihe (1.) endlich oder^unendlich grofs 
angenommen wird: 

In dieser Formel bezeidmet der Eüponeift fe einb beliebige Constanle >^ 1. 
Das Zeichen = bezieht sich auf den FaH, wenn man zugiebt, dafs die An- 
zahl der Formen (1.) enäßch ist, das Zeichen >> auf den andern Fall, wenn 
man das Gegeniheil behauptet: in beiden Fallen soH die AnzaU der Parlbl- 
summen rechts enäUeh und = H angenommen werden , wahrend ti Im ersten 
der beiden eben unterschiedenen Fälle die Anzahl der Formen (1.), hn zwo)* 
ten Falle eine beliebig yrofse ganze Zahl bezeichnet. Die Summe zur 
linken erstreckt sich «her alle positiven ganzen Zahlen M, welche zu 

^(PPi^PPt) ,— E relative Primzahlen sind und deren sftmmtliche Primfacto- 

ren f der Bedingung 

(6.) [ß^i 

genfigen, wahrend ]» fOr jedes dieser unendlich vielen eben definirten JM die 
Anzahl seiner Primfactoren imd Hi , n^ , • , . . n^ die Exponenten derselben 



MlMk 



*) Obgleich der zweite von diesen beiden Fällen unstatthaft ist« ignoriren wir doch 
jetzt das in I. Gesagte, und müssen ihn daher so lange mitgelten lassen, bis die Über- 
aeagang von seiner UnmögUchlKeit analytisch gegeben sein wird. 
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bezeichnen. Die Snmmen znr Reckten beliehen sich auf alle gansen Werthe 
der Variabeln der Formen F, F', .... F^^'^\ welche keinen gemeinsckaft- 
Bcken Tkeiler kaben , Aen Bedingungen (4.) genflgen und den Formen Wertke 
geben, die zu E relative Primaablen und positiv sind. Die Ricktigkeit der 
Formel ergiebt sich aus der Identität der beiden oben betrachteten Reihen und 
aus dem Umstände, dafs die Summe zur Linken aus lauter positiven Glie- 
dein besteht und einen vollkommen bestimmten und, wie bieraus folgt, von 
der Anordnung ihrer Glieder unabhängigen Werth hat, so lange nur die Con* 
stante e fiber der Einheit liegt. Wenn zuerst die Anzahl der Formen (1.) 
endlich und = If ist, so entspricht in (5.) jedem Gliede links ein und nur 
ein Glied reckts, und umgekekrt jedem Gliede^ reckts ein und nur ein Glied 
links. Da nun die Summe links von der Aufeinanderfolge ihrer Glieder un- 
abhängig ist, so sind in diesem ersten Falle die beiden Theile der Formel 
einander vollkommen gleick. Ist kingegen die Anzakl der Formen (1 .) unendlich 
grofs, so werden reckts nock nickt so viele Glieder steken, als links; und da 
alle Glieder positiv sind, so wird offenbar die Summe links den Complex der il 
Summen reckts an Gröfse flbertreffen: denn WQun man aus einer Summe von selbst 
unendUcb vielen positiven Gliedern, welcke einen ganz bestimmten und von der 
Anordnung ibrer Glieder unabhängigen Werth hat, eine Anzahl von Gliedern 
herausfoUen läfst, so wird der Werth der Summe dadurch verringert werden. 
Behandeln vnr zuerst die Reihe auf der linken Seite von (5.). Be- 
zeicknet man durch q das allgemeine Glied aller reellen Frimzaklen^ welcke 
nickt in E anfgeken und welcke der Bedingung (60 genfigen, und bedenkt 
man, dafs jede ganze Zakl M eine und nur eine Zerfällung in Primfectoren 
wie in 02.) lullflrt, ao ist leickt zu seken, daft die Rdke links in (5.) sich 
auf die Form des unendlicken Productes 

bringen lälst, in welchem II sidi auf alle q bezieht. 
Da allgemein 

l4-3«+3.2««+3.3«'-f-3.4«*+3.5«»+mmf. = ^^ = ^^ 

ist, so ist obiges Froduct so viel als 



•■-"^^fiwrw^iw*«»^"^^"*^ I^QiP i*»»!! m .t. ■ i»iii I M 
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Alle möglichen Primzahlen jf, welche nicht in E tnfgdien, zerfallen in drei 
Classen. Die der ersten Classe, welche bereits dordi ^ bezeidinet wurde, 
genfigen der Bedingung (6.), während die der beiden andern Classen, die 
resp. durch r und s bezeichnet wurden, resp. den Bedingungen 

genügen, also die nichtcubischen Reste zu p sind; und man sieht, dafs alle q, 
alle r und alle s zusammengenommen alle jf erschöpfen. Hultiplidrt man jetzt 
Zähler und Nenner des eben geschriebenen Productes mit 

und bedenkt, dafs 

('-;^)'=0-f)(i-f)(-^). 

1 



/Ti 






('-f)(i-$)(>-f). 



so .erhfilt man 



n \ i7 — i— -/7 — "—rxn — ^-r-n — - — n 



1-i- 1-i- 1-2- 1-^ 

if ' r* *> q* r* f 

xn — ^n * . n — — dividirl durch 77 ^ 



1-il 1-4- 1-^' 



fl* r* «• g^ 

oder anoh, was wegen (6.) und (7.) Dasselbe ist, wenn man erwigt, daft 

[—1 = 1 oder = Q oder = (>' 
ist, je nachdem g=sq oder =r oder s=« ist: 



n — ^/T — } . . n ^ 



L i-M-l i-UT-l 



n 



1-* 



g"* 



Es sind jetzt vier Producte zu betrachten, von welchen drei den 
Zähler und eines den Nenner des eben geschriebenen Ausdrucks bilden. Von 
diesen vier Producten lAfst sich jedes in eine merkwflrdige und sehr dnbcfae 
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Reihe transformiren, wenn man sein allgemeines Glied nach der Formel 

jl— = iJ^Z'\'Z'^z''\' in inf. 

entwickelt nnd dann die sich über alle ^ erstreckenden Multiplicationen wirk- 
lich ausführt In derThdt: bedenkt man, dafs jedes Product aus Primzahlen, 
wie ff, eine ganze Zahl m hervorbringt, die mit E keinen gemeinschaftlichen 
Tbeiler hat, und dafs umgekehrt jede positive ganze Zahl m, die dieser letz- 
tern Bedingung genügt, sich auf eine, und nur auf eine Art in Primzahlen y 
zerlegen lAfst, und berücksichtigt man aofserdem die allgemdne Formel ( Verg^. 
„Beweis des cubischen Redpr. Ges."') 



[^nf^T--\^-r'l 



SO erhfilt man offenbar, wenn tn das allgemeine Glied aller positiven ganzen 
Zahlen bezeichnet, welche zu E relative Primzahlen sind, 

(8.) i7— V- =^^, 

9' 



(10.) n — -i_— =jrr«ri 

(11.) n — i^- ==:s±. 



1— 



9^ 



Hiernach nimmt die ursprüngliche Reihe in (5.)) um deren Transformation es 
sich handelte, die Form 



!»• L » , J m* Ly, J m* 



s' 



m^ 



an, wo sich jede der vier Summen über alle positiven ganzen Zahlen erstreckt, die 

mit JK== ^^^^'~f^*^ keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Fasset man 

jetzt wieder (5.) ins Auge UQd multiplidrt dort mit dem Nenner des eben 
gesehriebenen Ausdrucks nach rechts hinüber (was offenbar erlaubt ist, da der 
Werth dieses aus lauter positiven Gliedern bestehenden Nenners positiv ist), 

Cnlle*! Joarnal f. d. iL Bd. XXIX. Heft I. 4 
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so ersdieint liukfl das Prodacl der. drei Reihen im ZSbler des ebea «gefobrieimieii 
Ausdrucks, wfthreud man rechts eiaea Complex von H Termen erhftit, von 
welchen sich jeder auf folgende Weise umformen Ififst. Der erste Term wird 
offenbar, wenn man die MultipKcation «usf&hrt, der Quadhipelfeihe 

gleich. Nun ist jP eine homogene Function dritten Grades der drei Variabeiri 
n, r, wf folglich ist fit^JP* niebts anders, ab Das, was man aud^ jP erbftit, Wenn 
man an die Stelle der ursprftngiicben Variabeln mtr:=c:ii,^ mv ss^ Vi\ mw ^:s=: w^ 
setzt. Da m offenbar von den Wertben von ff, v, io ganz unabhängig 
ist, so ist es erlaubt, in den Ungleichheiten (4.) die Constante Ar als eine 
Function von m zu betrachten. Es sei dort km an die SteUe von k gesetzt, 
und es werde das neue k als von m nnabhängig betrachtet. Dadurch geben 
k(p^ kxff resp. in kmfp^ km^fß Aber. Aber da qy^ v^ lineare FuttctioAen von 
u, V, w sind, so ist m^ nichts anders als (p(UifVi,Wi) und rntp nichts anders 
als }p{^Ui,Vi,Wi)\ folglich behalten die Bedingungen (4.) nach dieser neuen 
Annahme genau dieselbe Form, welche sie vor derselben hatten, während an 
die Stelle von u, v, w die neuen Variabeln ii| , i^i , w^ ^ treten. Sehen wir 
jetzt, welches die Natur dieser neuen Systeme fi|, v^, Wi sei. Da u, v, w 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so ist m der gröfste gemeinschaftliche 
Theiler von fij, Vi, Wii aber m stellt jede positive ganze Zahl vor, die zu E 
relative Primzahl ist, und da jP zu E relative Primzahl werden soll, so ist 
es nöthig und hinreichend, dafs m^F, d. h. F, wenn ma^.s.tatt u, v, w resp. 
tii, v^j Wi setzt, zuiS relative Primzahl werde. Nun können nur solche Werthe 
von fii, Vi 9 tTi den Werth von JEJ zu einer zu F relativen Primzahl machen, 
deren grdl^ter gemeinschäfllicher Theiler iM E relative Primzahl ist. Also 
repräsentiren tio fi» tri alle möglichen ganzen Systeme, welche, in F statt 
der Variabeln gesetzt, F zu einer zu E relativen Primzahl und positiv machen, 
und in 9>, ^> statt der Variabeln gesetzt, diö Bedingungen (4.) erfflllen. Nach* 
dem so die Natur dieser neuen Syste^ie gefunden ist, können wir wieder 
u, Vf w statt Uij v^f Wi schreiben. Dieses giebt 

wo sich die Sumnation über alle, ganzeii Werthe* von vf^ t>y w erstreckt, diei^ 
Ml eitter cu E rdativen Primzidil uikI positiv machen und den Bedingungen (4«) 
genügen. Da dieil— 1 übrigen Tennen ^iner giam ähnlichen Reduction fähig 
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siad, 90 ergfiebt sich aas (&.) folgendes Resultat: 

(120 -2'^.:£-?-^.:s:^-^-S'-^ + x^+jf~ elc, 

Wo statt r—J der gtefdibedentende Aus^dlrnck (i'""*" geschrieben, und wo es 

ganz gleichgOlüg ist, auf welche primitive Wut*zel man Ind. »i bezieht, da 
die Annahme einer andern höchstens ^ne V^tauschung der zweiten und drit- 
te {leihe lit^s in<12^ zur Folge haben kwn, also denWerth ihres Productes 
DfcIlit^.ftQdfirt. Die drei jSummationen links erstrecken sich Ober alle positiven 
ganzen Zahlen m, welche mit E keinen gemeinschafUichen Theiler haben; 
wfthrend rechts in jeder der Formen F u. s. w. die VariaWn alle ganzen 
Werthe dtirchlaiffenv welche den Werth der entsprechenden Form positiv und 
zu einer zu E relativen Primzahl machen, und welche den jeder Forob ent- 
ifirifebenden Bedingungen (4.) genügen. 

Die Formel (12.) wirdjetzf dazu dienen, die Anzahl der Classen zu 
bestimmen. Um diesen Zweck zu erreichen, bedienen wir uns der von 
/KrJcAfe^ eingefQhrten, sehr expeditiven und ungemein fruchtbaren Grenz- 
bMrtlditohgen. Man setze 1-f f an die SteUe ^von « und midtiplicire beide 
Seiten der Formel mit e. Ffir* alle Werthe von c >> wird, je nach den 
beiden Ffillen, die zu unterscheid^! sind, die Gleichheit oder Ungleich- 
heit UDveriiidertjbleibep. Kuftnnian Buntseigan» difa jede der !beic}en Sei- 
ten der so umgewandelten Formel, eine voUkommen' M$tig§ Function von e 
iat, die tndi fiitar t^=:;^0 ihre Stetigkeit . nicht veriieri, so folgt, dab aiieh 
fipjr ^ = die Gleichheit pder Ungleichheit besteht, und dafs im zweiten Falle 
wenigstens das Zeichen >> nicht in <;, sondern höchstens in = übergehen 

kann. Die Function b2 ^^ ist stetig für alle abnehmenden positiven Werthe 

von e bis € == inclusive^ und nimmt für a = pinen vollkommen bestimmten 
endlichen Werth an, vorausgesetzt, dafs man die Werthe von m in ihrer natflr- 
licfiMi Hetheiifblge, d. h. nach ihrer G'röl^ »geordnet, auf einander fcdgen lasse. 

Unter derselben Voraussetzung sind die Reihen ^^-^j und 2^-—^j- sogar 

bis £= — 1 (exclusivej stetig und nehmen für 6==U ebenfalls endliche Werthe 
äh. EnfiHdb^iittd dfe ÄiYit)(ionen 

*'- pi+e 9 *— ' JRVI+« 5 U. S. W. 

Wt 4 tfa^ fiii9toiy0€t. Stetig und >¥erdeo ffir^i=Q endlich and 9i\t »nandw 

4* 
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gleich, so dafs ihre Summe fdr « = zu einem Product aus If und einem 
endlichen Ausdruclie wird. Es folgt hieraus weiter, mit Evidenz, daft die 
Anzahl der Formen in (1.) nicht unendlich grofe sein kann: denn wAfe dies 
möglich, so würde man, wAhrend H eine beliebig grolse ganze Zahl vor* 
stellt , ans der Formel fOr e = eine Formel von folgender Gestalt herieiten 
können: ^ 

wahrend L und L' vollkommen bestimmte endliche positive Werthe sind. Eine 
solche Formel enthalt aber offenbar einen Widerspruch, da von vom herein 

B'^'jz angenommen werden konnte. 

„Die Anzahl der Glossen, in welche sich alle assocürten Formen 
„eintheilen lassen, ist also immer endlich.^ 

Diese Art zu schliefsen ist derjenigen ganz ähnlich, durch welche 
Dirichlet bewiesen bat, dafs für die quadratischen Formen alle tnöglichen 
Genera wirklich existiren. 

Ausdruck der Anzahl der Classen durch das Product zweier conjugirten 

unendlichen Reihen. 

S. 11. 

1. Um die am Schlüsse des vorigen Paragraphen angedeuteten Un-* 
tersuchungen auszuführen, ist zu erforschen, was Jede der oben erwähn- 
ten Functionen wird, wenn man s gegen seine Grenze Null convergiren Ififst. 

pind» m qI lad. m 

Die beiden Reihen -Z^^ und -2* ^ ^^^ machen keine Schwierigkeit, denn 

sie verwandeln sich geradezu in diejenigen Reihen, welche man aus ihnen 
erhalt, wenn man c = setzt , also in die Reihen 

^.^.j und 2^' , 

(Vergl. Dirichlet „Recherches sur diverses applications de Tanalyse infinite 
simale etc.*' im I9ten Bande dieses Journals Seite 330.) 

Um den Werth der Function e2—^:^ für £ = zu finden, bemerke 

man, dafs alle Werthe von m in eine endliche Anzahl von Gruppen getheilt 
werden können, deren allgemeine Glieder die Form 

fii'jK-}- a = Em^ 
haben, wo m^ alle positiven ganzen Zahlen und et eine bestimmte ganze ZabI 
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B TonteUt, so dafs nii das aUgemeinc Glied einer arUhmetiachen Reihe 
mit der Differens 1 wird» Bezeichnet man dnrch /\, f^^ . ..«»alle iniS auf-^ 
gehenden Primzahlen, 80 wird die Anzahl dieser Gruppen durch 



E 



(,_^)(,_^)....=K/7(l-|) 



ansgedrflckt ; . denn a erhalt nach und nach alle Werthe , die << i^ nnd zu E 

relative Primzahlen sind. Hiernach zerfällt die Summe eJS—^:^ in eben so 

viele Partialsummen von der Form 

l ^ 1 



1 1 

und da -w^r ^^ 6 = in -^ übergeht , so ist nur noch zu untersuchen, 

was €2—^j wird. Dies geschieht nach dem von Dkichlet aufgestellten 

Satze (R. s. d. a. etc. Seite 327). Die Anzahl der Werthe von m^^ welche 
<C K sind, wenn K eine beliebig hohe positive Grenze bezeichnet, liegt 
immer zwischen K und K-j^t; also ist das VerhSltnifs dieser Anzahl zu K, 
wenn £ =s oo wird, «= 1 ; mithin ist auch nach dem DiricMetschen Satze 

der Werlh der Partlalsnmme si= ~. l = ^ für « = 0; folglich ist der Werth 

der ganzen Summe für a =^ 0, 

(14.) ^/7(l-|), 

nfimlich gleich einem endlichen Producte, in welchem sich die Multiplication 
über alle reellen Primfactoren f von E = J^EP±:zEE^l erslreclct. 

IL Aufgabe. „Alle Systeme von Werthen der Variabein zu finden, 
welche eine associirte Form zu einer zu E relativen Primzahl machen/' 

Gehen wir zuerst von einer allgemeineren Voraussetzung aus, und 
nehmen an, dafs G eine beliebige ternftre cubische Form mit ganzen CoSffi* 
denten sei. Da congruente Werthe der Variabein (mod. E") der Form G 
adbst congruente Werthe geben, so werden sich offenbar alle Systeme von 
Wertben der Variabein u, r, w^ welche Q zu einer zu E relativen Prim- 
«thl ifmcben^ durch eine endliche Anzahl von Congruenzen von der Form 

tJisu,, «'^»'iM tü^iv^ (mod. JB) 
daratellen lassen ^ wAbrend ti,,, Vt^ w,^ ans irgend einem bestimmten Resten- 
syatemf;. (modi iE'.) gmommen sind und ebenfalls der Bedingung genügen. Wir 
neonen je zwei SyiUme eongrtimU oder mcangfrmntp je nachdem sie in 
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einer und denellbaii, oder fai versehieöenira dieser Fermeb eüthallen ^nd. 
Idk bekflUpte jetzt, dafe, ^^^i^ ^^'^ Form €h*vkM durch eine SabeßtutioB 

äbergeht, ^eren Oo&fliilenten genz i^iAd^ und deren * Determinaute J %u E 
relatiiro Primzalil isty dieAnzaUi der der Rddiagviig genügenden ineoDgrueiilea 
Systeme (HtG^ genau eben so grofs sein wird, wie fOr G^ In der l^bat: bjer- 
trachtet man die eben geschriebenen Gleichunj^en C^^O ^^^ Congruenzcn (mod. jE?), 
und löset sie durch Elimination nach u, v, w auf, so erhfilt man ein System 
Cetiigraensen von 4af Foi;m 

IJu ^ a^u^ '\' a'iV' -{- a[' w' (mod.E')^ 
j\> =/?.ö'4-/r/i7^-f/y>^''(:mod:iP), 

mid da ^ e« JB relativ* Prhasa^ i^l^ so et^ 100a afls (1^), dafs jedem 
Systeme t^S v', w' ein^ mtd nur rfn ^roHkammen b^stumnlAi System 11, fiy. w 
evA^richtv 4uld aas (15*) sieht maaii^^dafe jedbmi System u^^ f>> ur ein tDlU^H»- 
omiiiesthnm^e» System n^ v\ w' entspricht. ;Andrer8eji(« l^it-.mfin» wenn man die 
Variabehi von G und G' durch (15.) oder durch, (16.) yerkuapfl ^ich vorstellt, 
in allen Fällen G^G* (mod. iS): folglich entspricht jedem Systeme u, v, w, 
welches G zu einer zu E relativen Primzahl macht, auch ein solches u\ v', tc% 
weUib^aG' zu einer zu E relativen Primzahl mepht; ui^d umgekehrt: jedem 
Systeme u% v% w\ welches G* zu einer zu E relativen Primzahl macht, ent- 
spricht ein solches ti, r, t9, welches G zu einer zu i^ relativen Primzahl macht; 
ImnMr dkgesehn Von ViriCMdieii des^ Moduls: fc^glich ist die AnzaU der in- 
congmMten Syatemb von Yäriabelni, widche 6^* cu einer zu E reiativen 
PrimzaU maobdn^ 'i^eicli der Anzahl der incongraenlen Systeme, welche G zu 
einer 'zu E relativen Primzahl machen. 

Natih §*^7.i»oit4 $* & fcadn man Jede^associirte' Form in eine aequi«- 
TBAenMtransfotinireili'f 'deren erster Ceeffident su- £7 relative Primzahl ist; «ad 
nach dem YorigeÄ wird die Anzahl der incongruenten Syl»teme, weldie die neue 
Form zu einer txiE idativen Primzahl aiBcbeav dieselbe eein\ wie für idie «tte 
Form; denn die Detentainaate des Transformationssyiitem^- ist hier = 1, also 
gewiTs rcdaiive PrimBaU z*ii^, B» sei» also If^"^ eiiie ^äseociirte Fom^ deran 
erster €o6fSdent!«ii»£'i^lattvta( Pridisahl: fet, wfai<eB offenbar nölhig. und 
^iitrmcheiidfBr unsere* Bedipfimg, dftft *^ii^ 91 J!?* relittve PriuMahl sei« Zer- 
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legt man a^JP^ Huf die bAafig in dieser Abhandlung vorkonunende Weise^ se 
Mki ntan aas $. •5i, dafs a^F aus defi eiilftcben Grundform 

durch eine Sobslitution gefunden werden .4ianD , deren Determinante =: a^, also 
XU E relative Primzahl ist. Wir können also wieder den Yorhin bewiesenen 
S^t% anwenden und sehen nun, dafs: Alles jetzt darrauf ankommt ^ die Anzidil 
iffcongruent^ Systeme n, v^ w zu finden, tär weichet zu E relative Prim- 
zahl wird» Es sa 

m» ^»i ^». #."4 

, Bestimmen wir .einzeln die Anzahl voq Systefn^ (mod. fi ')) C^od^/'^Q etc, 
fOr welche ^resp. zu /*"/, /f' etc. relative Primzahl ist^ ]>as Ppqduet aller 
dieser einzelnen Anzahlen wird die gesuchte Anzahl geben; denn jede CottH- 
binalion der nach jenen einzelnen Moduln gefundenen Systeme liefert ein 
System nach diBm S^odul I?». Um aber alle nach dem Modul f incpngruenten 
l^ystQme. zu fiqden ^ fOr. welcjie ^ zu f relative Primzahl wird , hat man nur 
aus .allen, möglichen /^" /lacb (mod.;^*^). incongruenten Systemen, diejenigen 
auszuscheiden, fflr welche ,0 ^ (mo^. /*) wird. Es sei^enft , Systeme vor- 
handen^ deren Variabeln in der Reihe 

lU 1.2, ;i, .... /•— J 
liegeik und welche dieser letzteren Congruenz genägen. Aus Jedem derselben 
kann man offenbar durch Hinzufflgung von Vielfachen von /* ^^"-*> Systeme 
ableiten, welche In der Reibe 

O, 1, 2, 3, .... r^i 

liegen.;, folglich giebj; es nßch dem Modul y* Oberhaupt /i./*^^""'^ Systeme, fQr 
welche *^e==0 (mod./) wird, und mithin giebt die. Differenz /'^'' — /u/'^^''-'^ = 

f^\X — ys) die AnaaUf^aUer , nach den}., Modul f* incongruenten Systeme, fOr 

welche ^ m f^nMive Primzahl ist. Übmirauptiat'also die gesuchte Anzahl 

wo Ih^if^^n^^.. reap^.dfiij.uknzi^hlw dar. nicht congruenten Lösungen von 
4^ = Cmoi.f)^ *^0 Crood. /i) u. s. iw. bezeichnen. Es handelt sich jetzt 
darum , fflr jedeh Primfactor f von iÖ dks zugehörige fi zu finden. 

Für / «£ a hat ihan {v -^ w^)^ ^ v^ -f- c^tD^i^-}* vw^ff^ -{-w^ ~ 
P'\'^'\'Piy^i(fi'^^) ^ V'\-w-:\'Vu; (mod«23j eben so (V'\^tp(fy^V'\-W'\'Vw 
(moi. 2.); ferner u^ ^ u, (V'\-wq)(V'\'W()'^) =e V'\-w-{-vw, und p ^^ l^ 
^3p^i (möi. 2) ; also ergiebt sich ^ = ti -j- (>i-f/^2 +«•) (V'{-w-{'tw) (mod. 2). 
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Es kommt also darauf an, alle Systeme u, v, w ans der Heihe 0, 1 zu fin- 
den , für welche der zuletzt geschriebene Ausdruck gerade wird. Ist nun 
erstens Pi-^-pi^ oder, was dasselbe besagt, pi — /», gerade ^ so hat man blofs 
u{\-\-v-\'W'\'Vw)='U{;i'\'V){i'\'w)^0 (mod. 3) zu machen. Setzt man 
II sO, so können 9 und u> jeden Werth haben; und setzt man tfs=:l, so 
kann man für v, w resp. 0, 1; 1,0; 1, 1 nehmen: also erbAlt man im Ganzen 
sieben Systeme, die der Bedingung genügen. Ist zweitens pi ± p^ fmffer€tde, 
so wird der Ausdruck U'{'{pg'\-p2'\-u){V'\-W'\-vw) immer ungerade, wenn 
man ti==l setzt; und für ti = hat man V'\-W'\'Vw gerade zu machen, 
welches r=:0, w=^0 erfordert; mithin existirt in diesem zweiten Falle nur 
ein einziges System ii = (), t;s=0, ir = 0, welches 4>^0 (mod. 2) macht. 
Also hat man /t = 7 oder /« = 1 , je nachdrai p^ ~ p^ gerade oder un- 
gerade ist. 

Für /=3 hat man ppi^^ — l^pp^ (mod. 3), ti'^ii, (d-}-«^p)*^ 
x^'\-u^^V'\'W (mod. 3); ebenso (r-f ti>p^)^^r-}-t«>* also Ist* ^ii-f«^+*^ 
(mod. 3) und folglich gtebt es zu jedem Werthe von v und w aus 0, 1, 2 einen, 
und nur einen für u, welcher 4^ ^ (mod. 3) macht. Also ist fi s= 9. 

Für /*= p hat man offenbar * ^ ti' (mod. p") ; also mufs man nothwendig 
ti = ü setzen, und r und w können dann beliebige Werthe aus 0, 1, 2, ....p — 1 
bekommen. Dies giebt fi=ip^. 

Andere, von 2, 3 und p verschiedene Primfactoren f von R^ welche 

also Theiler von ^^~^^ d. h. Theiler des Co£f&cienlen von o in p^ sind, kommen 

entweder gar nicht, oder nur in geringer Anzahl vor, wenn p nicht eine sehr 
beträchtliche Grobe hat. Wirft man z. B. den Blick auf die kleine Tabelle am 
Ende des $.3., so sieht man, dafs für alle Werthe von p, unter Hundert, der 
Goeffident von (t isx px keinen einzigen von 2 und 3 verschiedenen Theiler 
hat. Ich behaupte jetzt, dafs alle diese Theiler, wenn sie vorkommen, zu p 
cubische Beste sind. Denn da für jeden dieser Theiler /*> p^ ^ p2 (mod. /) ist, 
so folgt, wenn man auf beiden Seiten mit p\ multiplicirt, pl^ppi (mod./% 

folglich, wenn/ = 2 (mod. 3) ist, p^] = i, und wenn f= 1 (mod. 3), 

d ein complezer Frimfactor von f ist , [^^ J =^ 1 • In beiden Fällen hat man 
also nach dem cubisehen Reciprodtätsgesetze (Vergl. Band 27. Seite 305 und 307 
dieses Journals) [ -^J »= t , mitbin ist f cubischer Rest zu p und folglich nach 



34. Eisen si^np Firmen dritltH Gr^fmt S Variabeh^. 33 

§. 3. ein Theiler von 0. Dieser schon an und für sich zierliche Salz ver- 
einfacht die spätem Resultate bedeutend. Da also ppi^^p] unt eben so 
pp2==pl (mod./) ist, ßo folgt 

* = ^'i-iPii^+tv9)y-\:iP,jiV'\-w(f')y—^uip,{V'\'^ 

Letzterer Ausdruck lafst sich aber in das Product folgender drei rationalen 
Factoren zerlegen: 

nieder dieser drei Factorra ^0 (mod. /^ gesetzt, giebt zu jedem v and w 
^in ganz bestimmtes fo also /^ Systeme u,v, wj folglich giebt es 3 p Systeme, 
welche irgend einen der drei Factoren durch f theilbar machen. Unter diesen 
3^ Systemen kommen aber diejenigen doppelt vor, welche zugleich zwei der 
drei Factoreit = (mod. f) , aber nicht alle drei durch f theilbar machen ; 
und dasjenige « = 0, t; = 0, sd = 0, welches alle drei durch f theilbar macht, 
kommt sogar dreimal vor. Nun ist leicht zu sehen, dafs je zwei der obigen 
drei Factoren, zu gleicher Zeit ^0 (mod. /^ gesetzt, fOr jedes gegebene u 
ein ganz bestimmtes v und w, also /" Systeme geben, so dafs es also 3/"— 3 
Systeme giebt, welche irgend zwei, aber nicht alle drei Factoren durdi /" theilbar 
machen : denn dafs es nur ein System u, v, w giebt, welches alle drei durch f 
theilbar macht, folgt unmittelbar daraus, dafs die Determinante desjenigen linearen 
Systems, welches die drei Factoren in u,v, w ausdrflckt, =^ — 9 p also zu f 
relative Printzahl ist. Man zieht hieraus /i = 3/^ -^ (3f— 3) — 2 = 3/^ — 3/'+ 1 , 
und dieser Werth von ^ in ^ — ji fl^^^^tzt, giebt 

Nun ist immer 1-^ J = 1 , also kann man diese Formel auch so schreiben : 

"('-f)('-[j/^]i)('-[j/^ii)- 

Die entsprechenden Werthe fOr fsss 2, 3, p sind dagegen resp. 

Mit Hfllfe diMer Werthe erh&lt man fflr die Anzahl der incongruenten Systeme, 
wdehe 4^, tilso «nch derer, welche die ursprflnglicbe associirte Form zu einer 
m B relitiTaa FrimjMdü- machen ^ durch die Formel 

CnVLt'B Joarnal 1 d. M. Bd. XXIX. Heft 1. 5 
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MFi)(-[^I4) 

ausgedrflckt; wo sich die Mnltiplication Aber alle Primfadoreii f von B, f^sz % 3 

und p nicht ausgeschlossen, erstreckt, und wo das Symbol \~\^ wie bisher, 

den Rest von fi^^^ (mod. /i|) bezeichnet ; also die Nmllf wenn f mit p snsam* 
menfalh» Die Richtigkeit dieser Formel erhellet nach dem Vorigen so^eich, 
wenn man bedenkt, dars ffir /*= 'i der Fall ^u = 1 gar nicht vorkommen kann, 
so oft 2 ein Theiler von p^-^p^^ also auch 2 ein Theiler von Pi^.pt lit; denn 

-.■■.W.-f=i.= (.-|)'=(.-l)(.-[l.]i)(.-[l]'4).w.ttft, 
Pi—p2^0 (mod. 2) immer \ — 1»= I ist; ist hingegen 3 blols in E^ aber iiiehl in 
;f,-/^a enthalten, so gilt /^=1, 1-f = l-|=0-|)(l-(>|)(l-p'4)' 
und in der Tbat (st in diesem sweiten Falle | — 1 := if oder «= (»^, so dab «eine 
und dieselbe Formel beide Falle umfarst: denn wäre in dem zweiten Falle 
[ — J==^i sö '^*l^^ ®Ä^9 ^^ff®^ £i^J "^ L^J ^ /^* (mod- 2) und wegeya 

[— ] = [— ]=[^] =/^2 (mod. 2), sowohl >i = 1 (mod. 2), ob auch 

p^^i (mod. 2) also Pi — p%^Q (mod. 2); gegen die Voraussetzung. Wts 
endlich den Theiler 3 betriflft, so erhellet, dars fär ihn im Zfihler der ohigj^ 
Formel die beiden Factoreo des Nenners zu viel geschrieben worden sind, 
also mit denselben dividirt werden mufs. 

III. Nachdem diese vorbereitende Aufgabe gelAset worden, kommen 
wir zu der Bestimmung der Functionen 

^•-^7?mT' ^^"pITTi^ U.S.W. 

fQr € = 0. Da die verschiedenen Formen F, jP> .... in diesen Functionen 
sich nur durch ihre Co^ffieienten von einander unterscheiden, und da in Jeder 
derselben die Variabein ganz ähnlichen Bedingungen unterworfen sind, wie In 
der ersten, so werden wir von den eben geschriebenen Functionen nur die 
erste, als Repräsentant aller flbrigtn, betrachten. Han wird spfiler s^heH, 
dafir das Resultat fttr diese specielle Form von dem Werthe ihrer CoSfliGiehten 
ganz unabhängig ist und nur von der Primzahl p abhingt, welche auf alle // 
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Formen denselben Einflnft Iwt Sobald diesem Bekanptimg Iwirieien sein wird, 
IfifSrt sich scblieliien, defs das gefundene Resnllat genau d>en so fir die an- 
dern JHT — 1 Fnnctionra richUg ist, mid noch mehr, daft man die Summe alle^ 
Functionen fflr « == findet, wenn man das Resultat fflr eine derselben mit 
H muItipficirL 

Da die Variabein der Form F zunächst der Bedingung genfigen sollen, 
dafsi^ znE relative Frimxahl sei, so Iheilen sie sich in eine Anzahl Systeme 
von der Form 

(18.) ii = JEiii, i? = l?r,, w^Ew^, 
WQ die.neuen Vaiiabeln t^i. fi> u^i gebrochepe Wertbe haben und nach beiden 
Seiten unb^enate. arithmetische Reihen darchlaufen, deren Differenz sa 1 
ist; die Anzahl diesjer Systeme wird durch (17.) bestimmt. Untersuchen wir 

jetzt die Faiüalsummen , in welche hiernach die Summe -^j:;; zerfällt. Jede 

dieser Partialsummen hat dieselbe Form wie die ursprüngliche Summe, wenn 
man nnr statt u, v, w die Formeln aus (18.) -setzt Verrichtet man diese 
Substitution, so folgt aus der HomogeneitCt der Function Fp dafs man nichts 
aftdtes . erhalt als E\ mtdtiplicirt mit demjenigen F, welches aus dem ur-* 
spMngliehen Jp hervorgeht, wenn man Wi, ri^ Wi an die Stelle von m, v, w 

sebreibt. Setzt man andrerseits in die Ungleichheiisbedingungen (4.) -^ statt 

der noch unbestimmt .gelassenen Constante k, so bleiben auch diese gans 
unverändert ; nur dafs wegen der linearen Beschaffenheit von q> und y/ in die- 
len letzteren «i, üj, iti an die Stelle von u, v, w treten; denn es ist 

t/,=^^, r|=~-, 1^1=-—. Jede der Partialsummen erhfilt folglich die Form: 

1^1 



unter der Bedingung 

19 i^ ^ (Log9l+Log^)LogÄy+Loga3.LogÄ^ < a und 
f ^ Log^ . LogAry~Log9t • Log*V' < o; 
w^o sowohl in F als in q> und t// die Variabein nach beiden Seiten unbe- 
grenzte aritiunetiscbe Reihen mit der Differenz i durchlaufen, und wo F 
positiv werden mufs. l)ä /5^^*+'> für « = in E^ flbergeht, so ist jetzt 
blöfs der Wertti von 

(20.) ,S^ 
cn imtenaebMi und dteaer dann dardi E' zu diviilirett. 



(Ü2.) {o 
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Um den DuicUetBciken Safas anweiideii zu können y ninrs die AnsaU 
der Werthe der Variabein bestimmt werden , fflr welche in der Summe (20.) 
t^ unter der Grenze K liegt, oder vielmehr der Werth des Verhflltnisses dieser 
Anzahl zu K, wenn K ins Unendliche wftchst« Es sei der Kflrze wegen 

K = -^^ Ar = ^ und ^unendlich klein. Es ist also zu bestimmen, wie 

viele Werlhe der vorhin definirten Variabein es gebe, fOr welche F<,^^ 

d. h. ^F^ l und F positiv ist; und fOr welche die Bedingungen (19.) erfQllt 
werden, wenn man dort ^ an die Stelle von k setzt Da aber ^^jP nichts an<- 
ders ist als F, wenn man die Variabein mit ^ multiplicirt, und da eben %o ^^ 
und ^%p aus (p und ip entstehen , so ist die Anzahl der Werlhe solcher Varia^ 
bebi zu suchen, welche unbegrenzte arithmetischer Reihen mit der Differenz ^ 
durchlaufen, und welche den Bedingungen 

(21.) < yv^;c ^ a% 
^ (LQg7k'\'Log^)Log(p'\-Log^.Logif/ <: a, 
^ Log9 . Log9> — Log IM . LogV' <C o 

genflgen; wo a den ersten Coefiicienten von /^ bezeichnet und Q^F=c^ip\px >st. 
Diese Anzahl, durch k dividirt oder mit ^ multiplicirt, ist offenbar nichts an<- 
ders als der Werth des folgenden Tripel -Integrals: 

(23.) fff^^^^^^ = ^' 
welches sich über alle stetigen Wertiic von Uy v, w erstreckt, die den Be- 
dingungen (21.) und (22.) genügen. In der That: betrachtet man die Bedingun- 
gen, welchen die Variabein des eben geschriebenen Integrals unterworfen sind, 
so sieht man, dafs dasselbe, wenn u, v, w auf rechtwinklige Coordinaten- 
Axen bezogen werden, einen nach allen Seiten völlig begrenzten Körper aus- 
drflckt. Es werde fflr einen Augenblick ^ noch als endlich angesehen, wenn 
auch als sehr klein; und es sei das Product aus Q^ und der oft erwähnten 
Anzahl =B; n sei diejenige endliche ganze Zahl, welche ausdrückt, wie 
oft die Oberflache des Körpers, dessen Inhalt =if ist, höchstens von einer 
geraden Linie geschnitten werden kann. Man stelle sich den unendlichen 
Raum durch Parallel -Ebenen inil den drei Coordinalen- Ebenen, jede von 
der andern in dem Abstände =^ gezogen, in lauter kleine Wflrfelchen ==£:* 
zerlegt vor; zu jedem Würfeleckpuncle betrachte man einen der 8 um ihn 
herumUegenden Wflrfelchen nach einem bestimmten Princip als zu dem Eck- 
puncte gehörig f z. B, denjenigen, welcher nach oben, nach rechts und nach 
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üom liegt. Der Coniplez allef WOrf etclien wriche m den staiiiiüiehen, iimer« 
halb oder auf der Oberfläche de9 Körper^ A liegfenden Eckpmieten gehören^ 
wird einen Körper* bilden, dessen Inhalt ^=^B Ist. Die OBerflflche dieses neuen 
Körpers Bp welche sehn^twiplicirt aber geradflächi^ sein wird, kann die de^ 
Körpers A niannigfldtig dnrcjtschneiden und bald anrserbalb bald innerhalh 
derselben liegen. Fassen wir eine der drei Coordinaten"^ Ebenen ins Auge, 
vrelehe 4n lauter kleine Qdadrate C^ zei*sohniUen sein wird, und auf welcher 
sieb Baeh beiden Srilen tber jedem dieser kleinen Quadrate ein viereckiges 
Prisnia erhebt Jedes ^ietier Meinen Prismen wird die Oberfläche des Körpers 
A (bödistenif nmäl) durchbrechen und aus derselben kleine Slfickchen heraus-* 
schneiden, die wir durch co bezeichnen;* eben so wird jedes dieser Prismen 
auader Oberflflche des Körpers- B Wttrfelwflnde ^^ herausschneiden. Dasjenige 
Stadt eÜes solchen Prisma kß welches zu ^ gehört, sei a, das zu B gehb^ 
rende k Rflckt man in einem der Prismen k hinauf oder hinunter^ bis man für 
ein bestüttintes o> zum enf^n Male zu einer Wflrfdwand gelangt , die ganz 
aufserhalb co fäUl, so wird dietfe entweder mit dei' b beschüelbenden Würfel-^ 
wand identisch sein, oder unmittelbar auf dieselbe folgen; das von diesen neuen 
WOrfelwänden begrenzte Stflok c des Prisma wird also höchstens um *^^^ gröfser 
sein als 6. Nimmt Hiän statt der zum ensrten Mftle eufsorhaIi> a> faUenden WOrfei^ 
wSnde die «um ersten Male ganz intterbalb &> fallenden, so wird das dieser 
Begrenzung entsprechende 6tfick d des Prisnia höchstens um !2^^ kleiner sein 
ab: tf jedenfalls liegen a und b beide zwischeh ^ und d, so dafs also der 
absohte Werlh der Differenz a — fr kleiner sehi wird als c-^d^ Dds kleine 
Stflcfc A-^ i/ SB e enthält den Oberflflchenlheil w ganz in sich und ist gleich 
dem Producle aus ^ In eine seiner SeilenwAnde; aber der höchste ^nd der 
niedrigste Punct, in welchem diese Selt^tttvände o> begrenzen ist von resp. den 
höchsten und niedrigsten Puncten der Seitenwand selbst Am weniger als^ ent- 
fernt, und da co krumm ist, so ist jede Seitenwund vott e noth wendig <:;o'-f-^?^ - 
also Ist r selbst <:,^.(o-\-'2^^ und folglieh kleiner als dft eylindrischer Körper, 
dessen Höhe ^ und dessen Grundflädie n>4- der doppellen Grundfläche des vier- 
eckigen Prisma ist. Die Summe aller ^ innerhalb' de^ Prisma k wird also klei- 
ner sein als ein eylindrischer Körper, dessel^ Höhe ^ und dessen Grundfläche 
gleich ist' 'dem ganze» innerhalb k liegenden Theil der Oberfläche^ f dem 
2iifiichetr Gruttdschnitt von k: um so mehr wird atso'der' absolute Wer th der 
Differenz zwischen allen a und allen 6 innerhalb des k kleiner sein, als der 
eben bezeichnete Körper. Dieses Resultat gilt fflr alle viereckigen Prismen Ar. 
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SttiniDirt vom «kio fOr alle ki 00 ergiebiliQh, i»h ±{A^B^ kläiier M alr 
ein eylindrbcher KOrper, d^seft Höhe t wdtdesMnt Cbwitficbe der.gaftsen 
krummeB Oberflftcke von ^ gleich ist^ veniiebrt um di^'2>ifai^ EinfeMUttgs«. 
fliehe ihres GrundschiiUts. Wir nennen nlmlich Brnfunmiff einer elitaen Cnrve 
diejenige Gorve^ welche, der tirsprQngtichen snnftchst liegt, aber gans anfiier- 
halb derselben, nnd dabei ans lanier ebenen Elementen =:^ ansarnnmigeeetat 
ist; den Ton dieser Einfasanng nmscbloeaMen Theil der Ebene aber die JSm« 
fMsung^fldeh^. Nun Uirsl sieh gans^ durch dieselbe^ •Betrachtung, wie oben bei 
KOrperd, zeigen, daft die Differenz zwischen der Einfassungaflache einer ebenen 
Cnnre nnd der Cnrve selbst^ hleiner ist als ein Rechteck, detoen Höhe «k ^ und 
dessen Grundlinie «=: dem Umfange der Cnrve ist, vermehrt um das 3 li fache 
Stock eine Coordinaten'-Axe, welches innerhalb der Einfhssung liegt Dieses 
letalere Stock ist wieder kleiner ala das um in^ vermehrte Stack der Cooi*^ 
dinatm-*Axe, welches^ innerhalb der.CnrVe selbst liegt. Beaeidmel man also 
durch Qf P9 q und X respective die krumme OjbeiAflche von A, den Inhalt, den 
Umfang und die Axe Aes Gnmdschnitta von A, BO' erhfllt man 

±{A-B) <.50+aKr^+flfH2^?(*+2Ä^;], d, h. 

und zwar streng richtig fflr le^le 4mätkäen Werthe von ^. Da nun O, P, q, l, n 
ganz bestimmte und vosn ^ gann uaebhingige Werthe sind, so kann, fftr ab- 
nehmende Werthe von ^/ ±.{A-^B) jede Grenze der Kleinheit erreichen; 
folglich hat man ganz genau Btaes^A tü^t C unendlich klein; was zn beweisen 
war; Man könnte dem Beweise mit Hülfe einer Figur mehr Entwicklung 
gehen: indessen wird 4niA Jeder selbst durch Anschauung den Gegenstand 
klarer machen können, ^s as durch Worte möglich ist. 

Sobald der Werth des Integrals A bestimmt ist, folgt aus dem Di^ 
ricAfe/schen Satze (Bd/19« Seite 387 dieses Jonmals), dafs der Werth von 
(20.) endlich nnd ebenfalls »i^. lat 

IV* Der allgemeine Fnndamentalset^, welcher jeder Transformation 
Integralen nsa Grunde X^^ ist folgender. 

„Wenn in einem Integrale mit dem Elemente 

du dp dw .».» 
die Variabein Up v, w$ • •« • durch neue Variibdn Wy y, z^ .... ersetzt v 
den, von denen die aUen Fnnetionen sind, so mufs das eben geacbriel 

Element durch 

J .dx dy dz ... . 
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ersetst werden 5 wo J die sogenaimte FimetknaUetermnanlSy nSnilich der 
abfolite Werdi der Determinante det Systems ptrtiener Differentia^noUenten 



da 


aw 


du 


a» 
a*» 


Bv 


dv 


a« . 

« • • 


• m • 





isL^ Sind die allen Variabein in die neuen blob durch lineare Systeme 

u =s «4? -f «'/ + «"« + ••••> 
p^ßa:^ßy^ß^z^ 



ausgedrückt, so ist |^«=a, 4^=^«', 1^ = «^ i^=/9 u. s- w.; folglich 
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ist fflr eine solche dubslitation ' die Fnncüonaldeterminante nichts anderes als 

die Determinante des linearen Systems, widches UyVp to, ...^ ia Xfy^ z, . • . . 
ausdrfickt, mithin eine Conslante, mit de^r das Mnze Integral an mulüpliciren 
ist. Weit häufiger kommt indessen der« Fall Vor, dafs die neuen Variabein 
als lineare Verbindungen der alten eingefOhrt werden« In diesem Falle mflftte 
man also ertt die Gleichungen nach den alten V wid>'eln^ auflösen und die De-» 
terminante des so erhaltenen umgekehrfeft •Syisftems suchen. Aber da wir 
a priori wissen , da& die Determinante eines umgekehrteti Systems gleich ist 
dem reciproken Werthe der Determinante des ursprfittglichen Systems, so 
ICfst sich folgender allgemeine Satz aufstellen, in welehem^-^üii^, Wie In dem 
vorigen voraussetzen , dafs die Integrale vollkommen bestitnmt und ven der 
Anordnung ihrer Elemente unabhingig sind. 

„Will man in ein vielfaches Integral ioiit den Vanabeln Uf v^ w, ..^. 
statt dieser lineare Verbindungen derselben x, Xf z, * ... substituireoi 
so ist, aufser der Einfahrung der neuen Variabein selbst, nichts anders 

zu thun, als du dv dw .... durch dx dy dz zu ersetzen und 

das neue Integral dnrch den absoluten Werlh der Determinante desjeni- 
gen lin^ar^. Systems, zu dividiren., .welches dfe^neuen Variabebi in die 
ajltfn .ai^rflckt.'' 
£»»verstehtuaieh voft.^eU)st,.daf|9 hierbei alj» CiOdfficimtMV^r^^ Werthe haben 
mflsseUi 
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Um diesen Satz auf das vorliegende Integral (23.) anzawenilefl , fObren 
wir zunächst q>, y^, X ^^ ^^^ Stelle von u, Vf w ein. Da die Delermteante 
desjenigen Systems, welches 9> V^^ / in h. v. w ausdrAckt, wie schon oft 
bemerkt, =—9pd^ ist, so erhfill man 

wahrend die Ungleichheilsbedingnngen dieselben blei&en wie in (21.) und (22.). 
Da das Prodnct (pr//x positiv ist, so lassen sich fflr ^, tp, x ^^^ ^i® folgenden 
vier Zeichencombinationen 

~r^ 'T'i "r? T' ^ ? "^9 I 9 ? ^ "^ 1 T 
denken; und da für jede dieser vier Zeichencombinationen das Integral den-* 

selben Werth annimmt, so ist es erlaubt, dasselbe mit 4- zu mulUpliciren and 

H>i % X Als positiv zu betrachten. Da ferner aus (21.) 

<C X ^^ — 
folgt, und da fOr x S^^ keine andere Bedingimg Statt findet, so können wir die 
Integration nach x ausführen , von x *= bis ;f = ~ , und erhalten au 

^ "~ 9p JJ tpip ' 
unter der Bedingung 

^ (Log91-f-Log©)log9>-f Log93,logv/ < a und 

^ LogSS.logy — Log3(Jogv^ <; a, 

wo (p und Y^ nur positive Werthe bekommen, und wo deshalb log 9) und logv^ 

an die Stelle von Log 9 und Logy^ geschrieben worden ist. 

Nun werde logy=>', logY' = « gesetzt, also (p =z eir^ y/ = e* 

Pfir diese Substitution wird die Functionaldeterminante 

also ergiebt sich 

^ = 4f/ßy »«' 

^ (LogSt + Log95)y-}-Log©.« < a, 
^ Log» . y — Log3l.«r <: o. 

Fflhrt man endlich die zwischen und ö in den eben geschriebenen 
Ungleichheiten stehenden linearen Ausdrflcke von y und z als neue Vatiabeln 
IT und V ein, and bemeriit, dafs die Determinante des dieser Substitution ent- 
sprechenden linearen Systems = — Log'S.(Log9('f-I'OgiB) — (Logül3)^s3 — 1; 
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Mf. M ergiebt rioii a /•/. 



folgUoh, wenn mm iit JeUt yon efnuder gans onabhingigen IntegniiaaM 
nach ff und r ansfiüirt, 

INm ist der Werth von A. Da derselbe von der Nator der apedellen Par- 
ttalreihe, nnd «neb von der der Totalreibe ^ welcber dieselbe ibre Entstebnng 
verdankte y gani nnabbingig ist, so erbalt man den Wertb der Summe aller 
am Anfange von HI* anfgestelllen Fmietionen , wenn man A mit E^ dividirt nnd 
mit der Anubl der Partlalreiben (17.) und mit H multtplicirt, also: 

Da dieser Ausdruck in der Tbat diejenige Besdiaffenbeit bat, die am Ende 
des vorigen Paragraphen vorausgesagt wurde, so besteben die dortigen Scblflsse 
In voUer Kraft, und folglieb mufs in den Gleicbungen (5.) und (12.) des vori- 
gen Pangnqpben statt der beiden Zeidien ^ bloAi das Zeicben = gesetst 
werden. Der Ausdruck in (24) ist also gleicb dem Producte der Ausdrfld[e 
in (13.) und (14.). Der Ausdruck (14.) bebt sich gegen den entsprechen- 
den Factor in (24) anf, und nach den Gleichungen (9») nnd (10.), welche 
auch Ar «= 1 geltmi^ ist 

[J!t]± 

und eben so, wenn fiberall [— ]^ statt [— ] geschrieben wird. Alle f und y lu- 
saamengenommen erschöpfen aber die ganae Reibe der positiven Primsablen 
ohne Ausnahme: also können nach demsdben Prindp, welches im vorigen Pa- 
ragraphen angewandt wurde, die AusdrAcke rechts die einfachere Form 

aanehmen, wo n afle porittven gansen Zahlen ohne Ausnahme vorstellt. 

FaflA man Alles dieses susammen, so giebt (13.)) (14.) und (24.): 

(250 B = •;(.-[i.]|)(,-[A]-)4^]±.4^]-i. 

CnK.'* JMiml f. d. M. M. XXIX. n*a 1. 6 



JS 
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Dies ist der Ausdrack der Anzahl der nicht aequivalenten associirten Formen 
durch das Product zweier Summen, die einander conjugirt sind und deren 
Product folglich als die Norm jeder von beiden dargestellt werden kann. 

Man bemerke, dafs 9(l-[— ]y) (l-[— ]'y) = (3— 1)(3-1).==4, oder 

= (3— (i)(3— ()^)== 13 ist, je nachdem der Coefficient von q in pi durch 3 
theilbar ist, oder nicht. (Vergl. die Abhandlung: „Nachtrag zum cubischen 
ReciprociUitssalze '' Seite 34 im 28ten Bande dieses Journals.) 

Lehrsatz 8. 
ff Die Anzahl der Classen von assoeürten Fhrmen ist dtirck die 
Gleichnng 

(26.) fl = A£4JLll;?rüLri 

gegeben, wo o die Norm de* Regulatore einer Fundamental ^ Auf lösung 
von 4> = 1 und n alle positiven ganzen Zahlen vorstellt f und wo k=:4: 
oder it= 13 ist. Je nachdem der Coefficient von {f in pi durch 3 theilbar 
ist, oder mctU'^ 

V. Ehe wir zu tier Summatfon der beiden Reihen flbergehen, durch 
welche die Anzahl d^t» Qassen ausgedrttckt wird, müssen wir noch einmal 
den Blick auf die Gleichung (12.) des vorigen Paragraphen werfen, in welcher 
= statt ^ zu setzen ist, und auf eine merkwardige Folgerung aufmerksam 
machen, die sich aus jener Gleichung ziehen Iftfst. Wenn man in der zweiten 
und dritten der beiden Summen zur Linken dieser Gleichung ml die Stelle 
von m resp. m' und m" setzt und die Multiplicalion ausfahrt, so erhält man 
die Tripelreihe 

JS* > I . 

Setzt man 

mw'm" = Mf 

so kommt in dieser Tripelreihe ffir einen bestimmten Werth von Bi das Glied 

1 * 
j^ gerade so oft vor, als es die Summe 

anzeigt; wo sich die Summation über ulle Werthe von m' und m^' erstreckt, 
die man erhält, wenn man die ganze ZablJf^ welche zuiS relative Primzahl ist, 
auf alle möglichen Arten in das Product dreier (positiven) Factoren M:=zmm'm" 
zerlegt. Gerade so oft mufs also auch in der Totalität der Summen rechts 
in (12.)) wenn man dieselben nach der Gröfse ihres Nenners ordnet, d. h. wenn 
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man in ihnen die Glieder nach der Gröfse des Nenners auf einander folgen 

lifst, das Glied ^ erscheinen ; nnd gerade so oft wird also auch die Zahl M 

durch die Totalität der Formen (1.) eigentlich oder nneigenllich darstellbar 
sein, wenn man die Variabein dieser Formen den Un^eichheiten (4.) unter- 
wirft. Dies giebt folgenden merkwürdigen Satz: 

Lehrsatz 9. 
jfJede positive ganze Zahl M^ welche zu E=^ JERizrPPi) relative 

Primzahl ist, d. h. welche weder durch 3, noch durch p, noch durch irgend 
einen der Prvnfactoren des Coe/ficienten von q in p^ f heilbar ist, gestattet 
durch die den üngleichhüten (4.) unterworfenen nicht aequivalenten asso-- 
cHrten Formen immer genau so viele Darstellungen, als die Formel 

anzeigt, wenn Ind. sich auf die Primzahl p bezieht und mm'm" alle 
möglichen Zerfdtlungen von M in das Product dreier Factoren vorstellt. 

Während also die analoge Anzahl bei den quadratischen Formen durch 
eine einfache Summe (durch den Oberschufs u. s. w«) gegeben ist, erscheint 
sie hier als Doppelsumme. 

Beispiel. Es sei M eine Primzahl; dann hat man blofs die drei Zer- 
legungen 1 . 1 . Jlf, 1 .ilf . 1, üf . 1 . 1, nnd da Ind. 1 =0 ist^ so ergiebt sich nach 
(27.) blofs p^'«^-^4-(,»»^-^'-f 1; also entweder i oder 0, je nachdem Ind.ilf 
durch '3 theilbar ist, oder nicht. Wenn also M zu p nicht cubischer Rest ist, 
so giebt es gar keine Darstellungen ; und ist M zu p cubischer Rest, so giebt 
es 3 Darstellungen, welche immer zu einer und derselben, oder zu correspon- 
direnden Formen gehören und aus einander durch Permutation der Linearfacto-t 
ren abgeleitet werden können. Es zeigt sich also, dafs alle Primzahlen nach den 
Formen, durch welche sie darstellbar sind , in Classen getheilt werden können. 

Besonders merkwürdig ist der Fall, wenn nur eine Classe vorhanden 
ist, d. h. wenn H=i ist. In diesem speciellen Falle wird diese eine Classe 
immer durch die Form 4> repräsenlirt, und der Satz 9. gilt von dieser Grund- 
form 4> allein. Eben so gelten dann auch die am Anfange von §. 10. ent- 
wickelten Betrachtungen von der Form 4> allein, und es läfsl sich auf diesen 
Umstand eine Theorie der complexen Zahlen von der Form 

ii+(r-fir(>,y(;F/^0 + («^ + w?e')]^(^/'2) 
gründen, welche in diesem Falle in Beziehung auf ZerfsUuD^ in complexe Prim- 

6* 
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«Ctoren n. s. w. ganz die Eigenschaften der gewöholiehen Zahlen theQen; ancK 
könnte man für diese neuen complexen Zahlen eine Theorie der qnadratisdien 
Formen anfstellen, indem man die CoöfBdenten nnd Variabein der Formen 
selbst von dieser complexen Form annimmt n. s. w. 

Das Resultat des Lehrsatzes 9. labt sich in analytischer Form durch 
die Identilfit der beiden folgenden Reihen aussprechen. In welchen A eine ganz 
willkflrliche Function bezeichnet: 

(38.) Sif'^^''^''^^^^'^''A{mm'mf') = -S-/f(F)+-r^(F')-f etc. 
Alle vorkommenden Summen sind Tripelreihen ; m, m\ wnf* bedeuten, unabhängig 
von einander, alle ganzen positiven Zahlen, wdche zu E relative Primzahlen 
sind, und die Summen rechts erstrecken rieh Ober alle ganzen Werthe der 
Variabein in den Formen Pf JP, — F^^^^^ welche den Ungleidihmten (4.^ 
genflgen und den Formen positive Werthe geben, und auf solche, die zu E rela^ 
tive Primzahlen sind. Setzt man z. B. A{z)=^q*^ wo ^<11 ist, so eriiAlt man 

(29.) j?(i*~»-""+^'-^'""^"'""" = -Ty^-f -rf^+ etc. 
Eine der drei Summationen links lä&t sich mit Hfilfe der Krmßfuneüonem 
ausfahren und eine zweite mit Hülfe der elUpthcJken Functionen, und man 
eriifilt dann links . enifadie Reihen , welche nach eltipüschmi Fmictionsn 4$r 
Vielfachen dnee Arguments fortlaufen, so dab man auf diesem Wege zu 
einer merkwOrdigen Transformation einer transcepdenten Function gelangt, die 
bisher von den Analysten noch nicht untersucht worden ist AUes dies be- 
rahren wir jedoch hier nur im Vorbeigehen, weil diese Sitze nur ganz 
specieUe Fälle viel allgemeinerer Wahrheiten sind, von welchen wir am pas- 
senden Orte mit aller Ausfahrlichkeit sprechen werden. Wir wollen blofs 
noch zeigen, dafs die Tripelreihe in (29.) convergirt und dafs sie von der An- 
ordnung ihrer Glieder, also auch von der Ordnung, in welcher man die beiden 
Summationen ausfahrt, ganz unabhängig ist In der That wird diese Reihe 
die eben erwähnte Eigenschaft in um so höherem Maafse besitzen , wenn die 
Reihe JEf^^^ sie besitzt, in welcher fli|,«it, m, nicht mejir blofs die rela- 
tiven Primzahlen %u E, sondern alle möglichen positiven ganzen Zahlen als 
Werthe erhallen. Es lifst sich aber allgemein zeigen, dab Jede Reihe von 
der Form 

in welcher m,, . . . . m^, unabhängig von einander, alle positiven ganzen Werthe 
erhalten, convergent und von der Anordnung ihrer Glieder unabhängig ist 
Es sei M eine bestimmte positive ganz« Zahl, so wird iBe Potenz ^ "^ so oft 
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11 der Reihe vorkommen 9 als diejenige Anxahl anseigt, welche man erhilt, 
wenn man anf alle mögliche Arten 

setzt, statt jedes dieser Prodacte niinis .... »^ das folgende 1.1«... 1 schreibt, 
nnd die Smnme aller dieser Einheiten nimmt Diese Anzahl wird aber gewib 
kleiner sein als diejenige, welche man erhfilt, wenn man, statt in dem Prodncte 
Uli «,....01^ die Elemente blofs Factoren von M dnrchlanfen zn lassen, den- 
selben vielmehr alle Werthe aus der Reihe 1, 2, 3, 4 bis M giebt; letztere 
Anzahl ist aber offenbar spilf^. Da nun die Reihe 

MWS OB 

immer convergirt, so wird die Reihe j9 dieselbe Eigenschaft in noch viel höhe- 
rem Grade besitzen. 

Wir bemerken noch, dafs, analog der Gleichung (28.) 9 auch die fol- 
gende Statt findet: 

(30.) i7(^(««'in'7"''^+''"-"^) = nA{F).nA{F) . ...; 
wo aber ebenfalls, wie f&r die Summen in (28.) 9 nöthig ist, dafs vermöge 
der Form der allgemeinen Function A die unendlichen Prodncte von der An- 
ordnung ihrer Factoren unabhängig sind« 

Definitive Bestimmung der Anzahl der Classen. 

§. 12. 
Wir kommen zu der Summation der beiden Reihen, durch deren Froduct 
die Anzahl der Classen ausgedrflckt wird. Da die zweite dieser beiden Reihen 
aus der ersten durch die Vertauschung von 9 mit 9^ hervorgeht, so braucht 
man nur die Summe der ersten zu suchen und wird daraus die der zweiten 
erhalten, wenn man in dem Resultate q mit (>^ vertausdit. 

Die Summe ^[—1-^ ^^ ganz gleichbedeutefid mit ^9'*"^ "— , wenn 

man nur festsetzt, dafli ff^^^ fBr den Fall »^0 (mod.fp), wo diese Potenz 
^entlieh ohne Sinn ist, die Null vorstellen soll. Um die Suipmation aus- 
zuflüiren, mulii man sich der Formdn in $. 1. bedienen. 

Nach dem ersten Paragraphen ist, wenn r eine imaginfire ;ite Wurzel 

der Einheit bezeichnet, ir*«>' "^- * r"* = p>-^-. ITV""^ V, also 

l9i Assi 






\m*.m 
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Diese Formel ^It, wie dort bewiesen Mrurde, für alle nicht darcb p theilbaren 
Werthe von n; aber sie g:iU ancb, nach der getroffenen Übereinkunft, wie 
man sieht, für it ^ (mod. p). Dieser Werth von p^"^' ", in die Summe nach 
n gesetzt , giebt 

2 2 p'»-»»!L- 



9 — — x=p-i 






Die Sammation nach n Iftfst sich jetzt vermöge bekannter Formeln ausführen. 
Es ist nSmlich, wenn Log den natürlichen Logarithmen des analytischen Mo- 
duls eines imaginären Ausdrucks bezeichnet, da r* und r"* = r^''-*> conjugirte 
Werthe sind, 

^ , ,,(p.», , HO-*) , rHT-.) , l = - W(l-H)--Log(i^rP-*); 

also erhall man, da Ind.(— !)=:*(/»— 1)^0 (mod. 3), folglich p» ••*•<?-*) 
p* '•"••* ist, 

^ ^ 2ina.iiL_,^ 2 [-(>''"'•* Log(l-r*)], mithin 



nt=« 



Jnd. n 



1 1=1 



2 (>"-"• *Log(l—r») 



(31.) ^ r""-^ = - *=P-i 






Eben so ergiebt sich also auch für die Summe der andern Reibe: 



R =; CO 



.9lnd.n 



1 *=1 



jF()'»*»*Log(I — r^) 



Das Product der beiden Nenner rechts in (31-) und (32.) ist nach §. 1. 
Formel (5.) ^=P9 und die Zähler können folgendermafsen transformirt werden. 
Setzt meto, wie in §. 2., 

wo S, fi^ ? dieselbe Bedeutung haben sollen, wie in §. 2., und bezeichnet 

dmrch r*, r^i r*'V ; ^0^9 ^'\ • • • • ; ^^ ^r*, r^", , _ . resp. die in der 

ersten, zweiten^ dritten Periode enthaltenen Wurzeln der Einheil, so dafs für 
alle a, lBd-a = (mod. 3), für alle ß, Ind. /?=l (mod. 3), für alle /, 
Ind. Y^"^ (mod. 3) wird, so erhült man 
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^ = (l-r-)(l~r-';(l-0.... ) wenn in S, rj, ^ der Werth x = l 
, = (l-.H)(,_H")(l-r^).... 3„bgtH„jrt wird, 

5 = (i_rr)(l-rO(l— rO • • • • ) 
folglich 

^ ()'*•»** *Log(l — r*) = Log?+p'Logi/-f pLog?; 

und zwar |^ f;^ 'Q fflr den speciellen Werth x=zl genommen. Substituirt man 
nun die Werthe aus (31.) und (32.) fflr die Reihen in (26.) und benutzt 
das eben Gesagte, so ergiebt sich 

(33.) H = ^(Log^+(>Logi/4 (>'Log?)(Logl4-p'Logi?+pLog£); 

wo il =^ 4 oder =13, je nachdem der CoSf&cient von (> in pi durch 3 theil- 
bar ist, oder nicht. 

Es handelt sich jetzt darum, das eben gefundene Resultat in seiner 
definitiven Form aufzustellen. 

Man bemerke zuerst, dafs diejenigen Ausdräcke, welche wir hier durch 
Sß Vf ^ bezeichnen , nichts anders sind , als was in §. 4. durch resp. 

i(ü,+ F, yipp,)i- z, y(pp,):^ == f, 
^iiJ.-^Y,9'i{pp,nz,(fi{pp,y) = s 

bezeichnet wurde ; dafs folglich die Formel (3.) im eben citirten Paragraphen, 
welche unendlich viele Auflösungen der Gleichung = 27 lieferte, auch wie 
folgt geschrieben werden kann: 

IV" 

M' 

In §. 4. III. zeigte sich nun , dafs aus zweien der in dieser Formel enthal- 
tenen Lösungen von ^ = 27 eine Lösung der Gleichung ^ == 1 abgeleitet 
werden kann. Es sei der Kürze wegen 

'f- — s , -y- —* rj ß 's" — fe * 
YP Vp Vp 

und es seien 

3 (ST und 3(rr 
zwei solche Lösungen der Gleichung ^ = 27^ welche nach $. 4. IIL durch 
ihren Quotienten den ersten Linearfactor einer Lösung der Gleichung = 1 
geben. Da also /fr/\3"*-3» 



K- 
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den ersten Linearfactor A f Ar eine LAsnng der Crleidinng 4^ £= 1 giebt, m nnifs 
der Regnlator dieses Ansdmcks in der Farm (A-f /(^)(Log9i — f Log^} ent- 
halten sein; wo A: nnd / ganze Zahlen sind. Die dem A correqpondirenden. 
Linearfactoren sind nnn 

B = (170'"-'', C = (CT-'"» 

also ist der Regulator 

«(a'-s-KLogr-^W«?'), 

so dab man 

(34.) (3-— 3")(Logr—^Lofi7') = (*+'(»)(Log?I-(»W^) »eUea kaaa. 
Von der andern Seite ist 

Logf4-<»Logi;+e''^irf = <'0»f'+?W»7'+(>'Log5:=Log(^)— f»Log(^). 
Aber da S'ij'^'ssl^ so ist offenbar 

W(J)-?'W(f) = (I-e')(Logr-p'Logi7'), 
also ergiebt sich 

Logl-f f Log^-ff'WC == (1— e'XI'Og^— ^'I'Og^?'), «•»•«> w 
Logl-f-f'logij-f (»LfligC = (1— f)(I'Ogr— f LogV), 

and folglidi ms (33.) •* 

(35.) iHa=3X{hogS'—9^logn')(LogS'—9hogfj')= 3AJV(Logr— ^Logij'); 

also mit Hflife yon (34.) 

"<'= 4JV(3'---3-) ' " — 4^(3--3«) ' ^•" 

!V(Log3(— ^LogiB) ~ ist. 
Da non 3, i nnd 4 setbst Normen ganzer eomplexer Zahlen sind, so ist die 
ganse Zahl U «in Quotient ins iwei Normen, mithin, nach bekannten Ele- 
menlarsitsen der complexen Zahlen, ««dbst eine Norm, so daft man 

(36.) H = ft' — fir-\-v' 
setsen kann, wo /* nnd r ganse Zahlen ^d. Setzt man diesen Werth in (35.), 
so folgt 

also zeigt sich, dab der Ansdmck rar Rechte in der eben geschriebenen 
Gleichung, welcher durch die Kreistheilnng vollkommen bestimmt ist, ^ Norm 
eine$ Regulator» fkr mne Lösung der Gteiekung ^=1 darstellt Diese 
Lösung nennen wir die Kreietheiiungskisuug. Die Anrahl der Gassen wird 
also gefunden ) wenn man die Norm des Regniators einer solchen Kreisthei-^ 
lungslösung durch a dividirt. 
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Lehrsatz 10. 
„Wenn man irgend eine Lösung der Glüchung 

bestimmt, fUr welche die Norm des Regulators 



"^rHshKi)} 



wird (wo it=: 4 oder == 13 ist, je nachdem der CoSfficient von ff in p^ durch 
3 theilbar ist oder nicht, und wo f und 17 die Werthe beseichnen , welche die 
beiden ersten der drei Linear -Factoren von 

f^ «■ »■' 

fQr j? = 1 annehmen} , und für diese den Regulator 

= (At-}.v())(Log31 — pLogaS) 
setzt, so giebt y^ — }iv\v^=zB.die Anzahl der Classen assoeiirter Formen» ' 
Oder kflrser: 

,t Die Anzahl der Classen ist gleich dem Quotienten aus der Norm 
des Regulators einer Kreistheilungslösung und der Norm des A^- 
gulators einer Fundamental-- Auflösung der Gleichung 0== 1/* 

Dieses Resultat gehört, wenn wir nicht irren, zu den interessante- 
sten und merkwflrdigsten der höheren Arithmetik, und enthflUt wieder eine 
jener verborgenen Beziehungen, welche den zahlentheoretischen Untersuchun- 
gen ihren hohen Reiz verleihen. Das Merkwflrdigste des Satzes besteht darin, 
dais sich die Anzahl der Classen durch eine quadratische Form fi^—fiy-i^v^ 
ausgedrflckt ergiebt; und dieser Umstand gewihrt einen tiefen Blick in Unter- 
suchungen Ähnlicher, aber höherer Art. 

Die in. dieser Abhandlung betrachteten Formen verhalten sich zu einer 
allgemeineren Gattung etwa wie die quadratischen Formen, deren Determi- 
nante eine Primzahl ist, zu den Qbrigen, obwohl dieser Vergleich nicht ganz 
genau ist, da die cubischen Formen eine weit gröbere Mannigfaltigkeit ha- 
ben, als die quadratischen. La einer nächsten Abhandlung werden wir die 
zerlegbaren Formen des dritten Grades mit drei Variabein in ihrer ganzen 
Allgemeinheit behandeln und auch besonders auf die merkwürdige Eintheilung 
derselben in Geschlechter (jenera') (deren Anzahl immer eine Potenz von 3 
ist^ Rücksicht nehmen. 

C99WU Joaraal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 1. 7 
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Schliefslich bemerke ich, dafs die Formel (26.) im vorigen Paragra- 
phen nicht ohne Wichtigkeit für den von DhieUH gegebenen Beweis des 
Satzes über die arithmetische Progression ist: denn da 17^1, also von JSuU 
verschieden ist, so ist auch das Product der beiden Reihen rechts, folglich 
jede derselben, \on Null verschieden. Allgemein haben wir durch eine ana- 
loge nnd bemerkenswerthe Betrachtung bewiesen, dafs das Product der 
sämmtlichen von Dirichlel in der Abhandlung über die arithmetische Progres- 
sion betrachteten Reihen , also auch jede derselben , von iVti// verschieden ist« 

Berlin, im September 1844. 



Zusätze und Berichtigungen. 

In §. 4. IV. lese man stall ,^und A gegen die Voraussetzung irrational 
„und A gegen die Voraussetzung rational'*^. 

In $. 7. I. I3te Zeile« statt „die andern sind ungerade^' lese man „die 
andbre ist ungerade** 

Zu $• 10. L Dort wird in 1. behauptet, dafs die kleinste positive Zahl, 
welche durch eine associirle Form darstellbar ist, immer <C f /? sei : statt dessen 
ist zu leisen^ dafs diese kleinste Zahl immer <C I6fi ist. In dem Beweise 
dieses Satzes lese man nach der Ungleichheit 

statt des dort Stehenden, wie folgt. „Hieraus ergiebt sich 

ä^ < iN{b^^eri-\-f»)iN{b^e^n^'f9'»)im^^9'^^^ 
also um so mehr noch, nach einem bekannten Satze und wegen N{ri) =^ 

a < yN(b)-{7ypyN(e). 
Aber yiV(A)<^fl und }/iV(e)</a, folglich 

a<aa'\'2yp^a, i« < 2y)i y'ii^ a<i4^pya 
mithin, wenn man durch j/n dividirt: ^a<Ciyp und a<C "tbp.'' In L 2. ist 
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nun anch flberall <C\^p statt <i%p zu lesen. Wenn man jedoch dem Be- 
.weise eine andere Wendung giebl, so kann man die Grenze fOr a noch bedeu- 
tend reduciren. Dies ist jedoch für unsern Zweck von keinem grofsen Belange 
da es nur darauf ankommt, eine Grenze für a zu haben, die von a selbst 
unabhängig ist und nur von p abhflngt. — lim zu irgend einer gegebenen asso- 
G&rten Form eine aequivalente zu finden, deren erster CoSfficient unter einer 
solchen Grenze, 2. B. unter IG/i liegt, verfahre man wie folgt. Der erste 
Coöfficient der gegebenen Form heilse a. Man verwandele dieselbe in eine 
aequivalente mit dem ersten Coöfficienten a^ in wdtcher die in den Linear- 
factoren vorkommenden ganzen Zahlen b, c, d den in §.10. I. 1. aufgestellten 
Bediiig«8|gen genügen. Wenn in dieser neuen Form der CoöfGcient von v^, 
4. h. Tom Cubus der zweiten Variabein, absolut genommen, ^a ist, so wird 
notbwendig a<a&p sein. Im entgegengesetzten Falle, d. h. wenn der Coflf- 
fident von t^, den wir durch a^ bezeicfaaen, absolut genommen, <Ctf ist, so 
transformire man die zweite Form in eine dritte, deren erster Codfficient ai 
ist und in welcher b, c, d den erwihnten Bedingungen in Bezug auf a^ ge- 
nügen. Diese Transformation ist offenbar mOglich, im Qi durch die zweite Form 
eigentlich darstdlbar ist, wem man den Variabeln die Werthe ti == 0^ r ss t, 
t^ssO giebt. Ist in der drittoi Form derCoöffieient von v\ Uz^ai, saist 
dieselbe die verlangte: ist hingegen wiederum a^<Cai^ so transformire man 
die dritte Form in eine vierte, deren erster €odffieient :=: is, ist und in wel- 
dMir wiederum b, e, ä den Bedingungen N{b)^la2^ iV(e-j-rf())^a, ge- 
nügen. Dieses Verfahren setze man so lange fort, bis man endlich zu einer 
Form gelangt, in welcher a^+i^a^ ist; was nodiwendig geschehen mufe, da 
die Reihe der ganzen Zahlen 

ihrem absoluten Werthe nach fortwährend abnehmen soll, die Null aber in der- 
selben nicht vorkommen kann. Die letzte Form, deren erster Coef&cient = a^ 
ist, wird allen verlangten Bedingungen genügen. StaU der Zahlen b, c, d kann 
man auf diesdbe Weise die Zahlen b'p c', d' nehmen ; man mn& dann den Coöf- 
fidenten von «^ in den verschiedenen Formen demselben Verfahren unterwer- 
fen^ welches so eben auf den Coefficienten von r^ angewandt wurde. Am 
schnellsten gelangt man zum Ziele, wenn man abwechselnd bald den Coeffi- 
cienten von t^f bald den von t£^\ der angegebenen ReducUon unterwirft. Ein 
in diesen Betrachtungen geübter Leser wird flbrigena leicht wahrnehmen, dafs 
dieser Itlztere TheU des Problems dev bekannten Reductionsmethode bei den 
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quadratischen Formen gani analog ist, und dafs die Hanptschwierigkeit nur in 
der Angabe der Grenzen für die Zahlen b^ c, d in Bezng anf den ersten 
Co£fBcienten besteht. 

Die Construction einee voUetändigen Syetems mcht aequivaUnter 
aaeociirfer Formen geschieht auf folgende Weise. Man bilde alle Systeme 
von niche negativen ganzen Werlhen der Zahlen a, h, e, d, b\ &^ d', t, tfp 
welche den folgenden Bedingungen genflgen: 

0<ii<I6;f^ it'=^a, b<:a, e = t, d<il\ 

V<:a, e'=0, d'=tr. 

Jedes dieser Systeme, deren ^Anzahl offenbar endlich ist, setze man in das 
Product der drei Linearfactoren (13.) in $.5«, und versudie, ob für daa-- 
sdbe ä^ gröfster gemeinschafUicher Theiler der Coöffidenten des entwickelten 
Productes (13.) wird. Alle Systeme, welche dieser letztem Bedingung ge^ 
nflgen, geben eben so viele associirte Formen ; nnd jede andere associirte Form 
wird einer von diesen aequivalent sein. Nachdem man die so gefundenmi 
Formen in einer beliebigen Ordnung hingestellt hat, vergleiche man die erste 
(nach $. 9.) mit allen folgenden, um diejenigen zu streichen, welche ihr 
aequivalent sind ; hierauf vergleiche man wiederum unter denjenigen Formen, 
welche diese erste Operation flbrig gelassen hat, die zweite mit allen folgen-* 
den und streiche die ihr aequivalenten , u. s. w« Man braucht übrigens nur 
diejenigen Werthe von a zuzulassen, deren Primfactoren 3, oder p, oder 
cubische Reste zu p sind; auch wird man sicher sein, keine Formen aus-- 
zulassen, wenn man nur diejenigen Werthe von a betrachtet, welche nnter 
der Grenze 4 p liegen. 

Wenn jP irgend eine associirte Form vorstellt, deren erster Codfficient 
=^ ist, so Isfst sich a^F auf die Form w'+/^/^i>^-f /^/'«^^ — ipuyz bringen : 

also hat man a^F=u' (mod./i|), folglich [— ]=i, [—] = [—]• ^' b. 

alle durch die Form jP darstellbaren Zahlen haben zu pi denselben cubischen 
Character (es wird vorausgesetzt, dafs a und der Werth von F zn p relative 
Primzahlen sind). Da eine ganze Classe von Formen dieselben Zahlen darstellt, 
wie jede in ihr enthaltene Form, so entspricht jeder Classe ein ganz he^ 
etimmter cubischer Character in Bezug auf die complexe Primzahl p^. Man 
könnte hierauf enie Eintheilung sfimmtlicher Classen associirter Formen in drei 
Genara gründen. Es ist nun leicht, mit Hülfe des cubischen Reciprocitatsge^ 
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setus und des in §• 7. bewiesenen Satzes , dafs für jeden complexeu Prini- 

theiler 9 einer dnrch eine associirte Form darstellbaren Zahl [^v^J = 1 isL> 

£ü zeigen, dafs nur eines dieser 8 Genera wirkUch existiri. Aber man kann 
dieses letztere Resultat mch ohne Hfllfe des Redprodtfitsgesetzes ableiten; nnd 
zwar anf einem Wege, demjenigen ähnlich, welchen Gaufs in dem, an den 
tiefsten Gedanken so reichhaltigen, leider noch so wenig gekannten zweiten 
Theile der 5ten Section seiner Disq. arithm. eingeschlagen hat *). Hieraus 
ergiebt steh dann endlich auf umgekehrtem Wege ein neuer Beweis des cubi- 
sehen Redprodtätsgesetzea. 



^1 Nimlich durch Betraditung der correspondirenden Formen der dasseu (.$. 5. 1II.1 
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3. 

Note sur deux formules donnees par M. 91. Eisen 

senstein et Hesse. 

(P«r Mr. A. Cayley a Canbridgei) 



Mr. Eisenstdn a donne cette formale assez remarquable: 

oa Af B, C, D sont des foncUons donnees de a, b, c, d. Cela peat se 
gen^raliser comme sait. 
Soit 

u = ieh^^h'g^^c'r-\^dU^—7ahbg — 2ahef—2ahde 
— 2bgef—2bgde—7cfde-\-^adfg-\-ikbc€h, 
el de plus 

- Irf« n 1^ r* — — n t du 

■^ — 2'Ta'> " ~ 2'db'' ^~2*rfc' * •• "~2'dh' 

Representons par ü la möme fonction de A, B, C, . . . . H, qne la fonction u 
Test des quanütes a,b, c, .. .. h, Ton a l'equation 

ü = u\ 
C'est an cas particulier d'une propriele generale de la fonction n, qae 
Ton peat 6noncer aina. Imaginons la fonction 

« a?! y, «1 -f 6 ar, y,ar, + ««?, y, «j -f rfo?, y, «, 

transfonnee en 

a'x\y\z\-{-b'x\y\z\ + . . . . -|-Ä'ar;yi«i 

par les substitutions 

a?, = *ia:;+i,a?;, yi = /*iyi + A*2ri» «i = »'i«'i+vj«i, 
a?j = X'iarl-j-^a'i > y» = /*'iyl +/4yi , «2 = v\*'i \-vWt ; 

et soit u', la fonction analogae ä u, des noaveaox coeffidents «', b', e', . ... h': 

En echangeant sealement les z, ceci donne 
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OQ 

a' z=Via'\'v\e, b^ z=Vib'\^i/if, tf^s^v^C'\-y\y, df^ssiv^4-Yv\hf 

Soit 

y^ = ah—bg — cf—de^ 

v\ = —^{ad'-bc)^ 

V, = -2{eh-fg), 

y; = ah — bg—cf—de (=^i), 

on tronve d^abord 

et puis. en ayant egard aux valeurs 4e A, B, C, , . . . H: 

a'^H, b'=—G, & = —F, d' = E, 
e'=Z>, r = -B, g'^-C\ k = A, 

de maniere que u' = JJ^ d'oü enfin 

r = u\ 

La propri^te de la fonction u que je viens d'^noncer, se rapporle ä une 
theorie assez gönörale, d'nne nonvelle espece de fonclions algebriques dont je 
m'occupe actnellement, et lesquelles a cause de leur analogie avec les deter- 
minantes« on pourrait comme je croi3 nommer ,,Hyperdetermiiiaiites.^ Je me 
propose de poser les premiers fondemens de cette theorie dans un memoire qui va 
parallre dans le procbain No. du ,,Cambridge Malhematical Journal** (No. XXIII.)- 

A präsent je passe a une formule de Mr. Hesse^ qui se rapporte aussi 
ä la möme theorie« Soit F, une fonction homogene du troisieme ordre, et a 
trois variables x^ y, z. Soit V{7, la determinante formee avec les coefficients 
du second ordre de V, arrang^ en cette forme: 

jrf» r rf« r d^r 

dx^^ dsdy^ dxdz^ 

rf« r d^r d^r 



dyds^ dy^ ^ dydz'^ 

d^r d^r d^r 

.1 — —««_ - • 

dzdx^ dzdy^ dz^ ' 

soft a une quantit^ constante quelconque et soient A et B deux autres con- 
stantes determfnes: Mr. Hesse ä demontre T^quation remarquable 

V{ü+aVU) = AÜ+BVÜ; 

mais saus donner la forme des coefficients ^ et JB, ce qui parait dtre tres 
diffidle a effectuer. En considörant le cas d\uie fonction homogene de deux 
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variables senlement, mais d*ailleurs d*un ordre quelconqne, on parvient a an 
Ih^oreme analogae qui m^a pam intöressanL 

^,Soit ü nne fonction homogene et de l*ordre y des deax variables 

X, y, el VU la determinairte ^^^ .^ — (^j--^)*, Ton a 

(y — 2)(y — 3y.y(ü^aVU) = 
{—v.(y—l)(y — 3y.Ja'\'r.(y'^l)(2y-5yid']U 
+ {(^— 2)(v— 3/ + (y-2)(y-3)(2v-5)Ja^}Vl7. 
En reprösentant par i,j, k, l, m les coeflicients diffirentiels du qnatrieine ordre 
de 17, on a 

J = 4j7— 3**— mi, 
de maniere que I, J sont des fonctions de x, y des ordres 3(^ — 4) et 
2(v— 4) respectivement*' 

Ce qu^il y a de remarqnable, c^est la forme de ces denx quantitis I, J. 
On voit d^abord que la fonction I est la diterminante formte avec les termes 

Hf Iß Hl* 
Hais de pIns les denx fonctions I, J ont la propriötd suivanle. Si Ton imagine 
nne fonction da qnatriöme ordre 

transformie en 
an moyen de 

en reprösentant par r, J^, les mdmes fonctions de i', /', k', l\ m', on a 

L*on parviendrait^ je crois, a des rösnltats plns simples en considörant 
nne fonction U, homogine en x, y, et aussi en Xi, yi, et en posant 

^jj __ d^r d^r rf«r d^r 

dx rfx, * dy dy^ dx dy\ ^yTx[ 

Par exemple, M IT^st dn second ordre en x^y et aussi en x^i, y\ , de ttunlere qUe 

r= x\. {Aitf'\^7Bxy^Cf) 
^2x,y,(,A'x?^2B'xy\cif) 
+ yi . {A'ai^^2B'^xyJt^{y^), 
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On a simplement 

VVl7 = ^£r, 

en repr^sentant par ^ la döterminante formee avec las coefficients 

A, B, C; 

Ä\ B, C; 

A'\ B'\ C; 
et moltipliee par 3^ Mais il faudrait developper tout cela beaucoup plus loin. 

P. S. Je ne sais pas si Ton a jamais discule la question suivante, qui 
doil condiiire, il me semble, a des resultats imporlants. Soient L, Sf^ L\ M\ 
U, V des fonctions de x, En eliminant celte variable entre les öquations 
Lü-f üf F=0 elL'ü'\'M'V= 0, et en representant requation ainsi obtenue par 
[LU'\-MV,L'U'{-M'V]^0, et de mßme par [U, F] = requalion obtenue en 
eliminant x entre 17=0, V=0, ü est clair que [Lü'\-Mü, L'Ü'{'M'V] 
contiendra [U, F] comme facteur: quelles sont maintenant les propri^tes de Tautre 
facteur qu'on peul ecrire sous les trois formes : [LU-^-MV, h' ü-^-M' Vy-lUfV]^ 
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4. 

Encyklopadische und elementare Darsteliun|^ der 

Theorie der Zahlen. 

(Vom Herausgeber dieses Journtls.) 

(Fortsetzung der Abtwndlang No. 2. im tten, No. 10. im 2ten, No. 29. im Sten Hefte 27ten 

and N». 13. im StM Hefte 28ten Bandet.) 



§. 74. 
Lehrsatz. v 

Wetm dh X' int der Glekkun§ 

L 2 Z ■ 

1. aiX-{-«2x4-a>xH -f ^"^ ==^ 2 

der Reihe nach m^^ m^^ 1039 *•«• ^^ verschiedene Werthe haben kön^ 
nen, während die a immer dieselben Werthe behatten, so kann die 
Anzahl der verschiedenen Werthe^ welche z bekofnmen kann, 

2. = miDiainj. • • • iDn 
sdnf nicht ffröfser, wohl aber kleiner. 

Beweis ^. Zu jedem der mi verschiedenen Werthe, welche x soll 

haben können, gehört ein, und mtr ein Werth von z, wenn die abrigen a:, 

eben wie die a, dieselben Werihe behalten. Also bekommt z, wenn zunächst 

1 
nur x allein seinen Werth ftndert, uti Werthe; und nicht mehrere. Und zwar 

sind alle diese mi Werthe von z nothwendig von einander verschieden. Denn 

V i ^ 

gesetzt, zwei verschiedene Werthe x^ und x^ von x gftben, mit gletehen Wer- 
then der übrigen x, so wie der a, gleiche Werthe sr, von z, so marste 

13 3 n 

Ia^x^'\'a^X'{-aiX'\' . . . . -{-a^x = z^ und zugleich 
12 3 n 

also, Eins von dem Andern abgezogen, 

1 1 

4. öl (^1 — ^2) = 
* I i 

sdn; was nicht sein kann, insofern Xi und X2 nicht einander y/ncA seinsollenr 



1 
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B. BeseicSinet mmi aun die z, welche für die verschiedenen m^ Werlhe 



von X entstehen 9 wfihrend die übrigen x, so wie die a, dieselben Werfte be-- 



2 



halten ^ durch sr^ , «r, , z^^ , • • . e«; und Ififst darauf x fflr den ersten Werlh 
von X seine ma verschiedenen Werthe annehmen, so bekommt das dem ersten 
Werlh von x entsprechende Zi gemäfs (^.) seinerseits m^ , nothwendiy ver- 

3 1 

sdiiedene Werthe. Lfifst man x fttr den zweiten Werlh von x seine m^ ver- 

schiedenen Werthe annehmen, so bekommt das dem zweiten Werlh von x 

entsprechende Z2 ebenfalls 11I2, nothwendig unter sich verschiedene Werthe. 

1 
So bekommen fär jeden der m^ verschiedenen Werthe von x die demselben 

entsprecbenden Zx^ z^^ 4r,, .... Zm^ jede» m^ nnter rieb verschiedene Werthe; 

also eingeben sich flberhaupt tn^ mal m^ oder m^ m^ Werthe von z^ die alle 

gruppenwmse unter sich verschieden sind ; und nicht mehrere, da zu jedem 

Werth von x oder x nur ein Werth von z gehört. 

C. Aber diese fit^ m, Werthe von z, aus den verschiedenen Gruppen, 
sind sdioH nicht mehr nothwendfg alle voh einander versdhieden. Denn ge- 

setzt, die beiden bestimmten Werthe x^ und x^ von x und x gftben den Werth 

z von z und die beiden andern Werthe ar, und x^ von x und x gftben den 

3 
Werth z von z, beides wihrend die übrigen x^ so wie die a, denselben 

Werth bebalten, so dafs also 

5. «1^1+ ö?4?i+ «j 4P -f «4 ^+ • • • • +^«^ = ^i ""^ 

13 3 4 n 

6. fl|ara-f<»34P3 + ^3f + ^*^+*---4"*«^ ^^ z^ 

wfire>,. . woraus ii wenn Tosn Eins vom Andern abzieht, 

11 33 

7. «Il(^l — ^3) + ^i(^l — ^0 = «i — *3 

folgt , 80 kann allerdings in (7.) Zi glmch z^ sein ; denn dies giebt vermöge (7.) 

11 33 11 33 

8. fli(«?i— *3)^i%(4Pi— ^a) ~ oder Äi(a?i — ar,) =:^ Äa(^a— a?,); 

1 1 
und diese Gleichung kann Statt fodeii, sobald nur die Differenzen X^-^x^ der 

i 3 2 3 

ungleichen or mit a^ und die Differenz x^ — x^^ der ungleichen ar mit a^ aufgeht. 

1 3 

Als» kani, wenn in (1.) x seine m^ und x seuie m^ verschiedenen 

Werthe anniimtv wAbrend 4ie flbr||^ x, ^eich d«n 0^ diesdbas Werthe 

8* 
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behalten, z zwar nicht nicht mehr als m^nh versduedene Werthe bekommen, 
wohl aber weniger. 

D. Bezeichnet man wieder die m^m2 verschiedenen Werthe, welche 

1 2 

nach (C) z in (1.) dadurch bekommen kann, dafs x und ^ ihre m^ und m, 

3 

verschiedenen Werthe annehmen, durch z^^z^^z^^ .... Zm^m^ und läfst x seine 

1 3 

1913 verschiedenen Werthe fttr /0ifm der Werthe von x und x annehmen, wfih-* 
rend die noch flbrigen x, gleich den a, dieselben Werthe behalten, so bekommen 
wieder die entsprechenden 2r,, 2?,, z^^ ....Jedes m^ unter sich verschiedene 
Werthe, und folglich kann, da m^m^ solcher z vorhanden sind, z in (1.) Aber- 
haupt m|f/i2 fnal m^ oder uti »121113 verschiedene Werthe bekommen ; und nicht 
mehr, da immer zu jedem Werth eines x nur ein Werth von z gehört 

E. Aber nothwendig sind diese mim^n^ von z nicht alle verschieden. 

12 3 13 3 

Denn gesetzt die bestimmten Werthe x^^ Xi und Xg von x, x und x gfiben 

13 3 

den Werth Zi von z und die andern bestimmten Werthe x^^ x^ und x^ von 

I 3 3 

X, X und X geben den Werth Z2 von sr, wfihrend die flbrigen x, gleich den 
ir^ dieselben Werthe behalten, so dafs also 

12 3 4 n 

9. tfi^i-f Ä2^i-['^3^i"l"^4^ •••• -f^n^ = *i und 

13 3 4 n 

10. a|J?2+^^2 + ^^3+^«^ •••• +^«^ = *29 

und folglich. Eins vom Andern abgezogen, 

11 3 2 3 3 

11. «1(^1— a?2)-|-fl2(^l— J^3)+Ö3(^i— ^2) = «1— «2 

wfire, so kann allerdings in (11.) Zj^ gleich z^^ oder 

11 2 3 3 3 

12. «1(^1 — ^2)4-02(^1 — ^2) = «3(^2 — ^1) 

sein: denn die x, obgleich unter sich verschieden, dOrfen nur von der Art 

1122 
sein, dafs ai^x^ — <2ri) -j" ^2 (^1 — ^2) ™lt ^ aufgeht, so kann die Gleichung 

schon bestehen. 

12 3 

Also kann wieder, wenn in (1.) x seine in,, x seine tn^ und x seine 1913 
verschiedenen Werthe annimmt, wfihrend die flbrigen x, gleich den a, die- 
selben Werthe behalten, z zwar nicht mehr als nii 1712 1913 verschiedene Werthe 
bekommen, wohl aber weniger. 

F. Ffihrt man auf diese Weise weiter fort, nemlich fflr jeden der durch 
die Verfinderung der Werthe der ersten ar entstehenden Werthe von z die 
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foIgendeD x der Reibe nach ihre verschiedenen Werthe annehmen zn lassen, 
so fol^ was der Lehrsatz behauptet. 

§. 75. 
Lehrsatz. 
Es sei von der ganzen Zahl 

X • jBi ■ e^ ©2 ®3 • • • • eji 
Jeder der TAeiler e zu jedem der übrigen theilerfremd. Femer sei 

2E|;,E|j,E ij, E« 

— = J2ii, — = üij, — — r-3, .... — = J2.„. 

»i Cj Cj Vq 

Setzt man dann in der Gleichung 

3. EiXi + EaXj+EjXj-f ....+E„x„ = ®E-fr, 
in welcher E|, E,, E3, . • . . E„ nach Belieben positiv oder negativ genommen 
werden können, der Reihe nach 

X| ■ ' 1 , * 5 O^ fr, . • • • Ol , 

X2 '' I , ■* , O, T, . • . . 02 , 

^« \ Xj *— 1, -*, O, 4", . . . « Oj, 



Xn 1, J^ d, *t^ «... 6a, 

tfiii/ ittmm^ das willkürliche m (3.) so, dafs r >» inii{ mcAf gröfser 
als E t^/^ ^o durchläuft: 

L In (3.) 

5. r alle die Zahlen 1, 2, 3, 4, E; 

und keiner dieser Werthe von r kommt mehr als einmal vor. 

II. Dieselben Zahlen, welche in Xi und Oi, oder in x, und e^, 
oder in X3 tiitJ 03 u. s. w. bis zu x^ und e^, zugleich aufgehen, gehen 
auch in das zugehörige r auf. 

UI. ^//tf r, welche zu Werthen von Xi, x,, Xj, .... x^ gehören, 
die der Reihe nach zu ei, 62, 03, .... e», nemUch Xi zn Oi, x, zu 62, X3 
zu 63 u. «• ti;. theilerfremd sind, und zwar dies alles zugleich^ sind 
auch zu E theilerfremd i und nur diese r sind es. 

Beispiel Es sei 

6. JB =84 = 3.4.7, also ^i = 3, ^2 = 4^ ^3 = 7, und 

7. «, = 28, JB2 = 2I und ß3 = 12. 
Zu I. Für (3.) setze man 

8. 28a?i — 21ara+12a?3 = ®.84+r. 
Macht nun bierin nach (4^ ^1 = I9 2, 3, ^2 = I9 ^9 3, 4 und 
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Für arj = 


= 1, 


- a?,= 


= 2, 


- Xj = 


= 3, 


- x,= 


= 4. 


Für Xi = 


= 1, 


- *,= 


= 2, 


- Xj = 


= 3, 


- »4 = 


= 4. 


Für ara = 


= 1, 


— JPj ~ 


= 2, 


- a?a = 


= 3, 


- a?,= 


= 4. 



jr,= 1/2,3,4,5,6,7, und Dimmt immer © m, ^fs r>0 und < JE^l 

ist, so ergiebt sich 

9. Für ar, = l und ar3= 12 3 4 5 6 7: 

19 31 43 55 67 79 7 
82 10 22 34 46 58 70 
61 73 1 13 25 37 49 
40 52 64 76 4 16 28 

10. Für Xi=2 und a?, = 1 2 3 4 5 6 7: 

47 59 71 83 11 23 35 
26 38 50 62 74 2 14 

5 17 29 41 53 65 77 
68 80 8 20 32 44 56 

11. Für «».= 3 und *,= 1 2 3 4 5 6 7: 

75 3 15 27 39 51 63 
54 66 78 6 18 30 42 
33 45 57 69 81 9 21 
12 24 36 48 60 72 84 

Die Werthe von r ia (9. 10^ 11.) ^asammengtnbrnmen sind alle die Zahlen 
1, 2, 3, 4, •••• 84, und keine, könimt mehr als etenudvor; geuifs (1.^ 

Zu II. Die Zahl 2 geht in 0^2 = 2 und e^t==zA auf^ und alle r> die 
in (9. 10. 11.) zu 072 = 2 gehören, gehen ebenfalls mit 2 auf; 'gemftfs (IL). 

Zu IIL «|S=2 ist zu ^^3=3, ^2 = 3 zu e3==4 und x^=^b zu 
^3 = 7 theilerfremd; das zu x^:=^^^ x^^^^i und 0^3 = 5 gehörige i^ fst 
nteh (10.) SS 53, welches zu £7 = 84 (heilerfremd ist; gemfiA (lÜO* 

Beweis Ä» Da dem x^ in (8.) gemAfs (4.) ^d dem ^29 ^9 dein 
j?3, tfj u. s. w. verschiedene Werthe gegeben werden sollen, so kann 
EiXi'\'B2X2'\'EzX^'\- ....'\'EnX^ nach (§.74.) e^e^e^ . . . . €j^ ^=:^ E ver- 
schiedene Werthe bekommen , und mcht mehrere; also auch r kann eben so 
viele verschiedene Werthe bekommen, die alle >>0 und nicht gröfser als E 
sind. Es fragt sich nun, ob von den Werthen, welche r wirklich bekommt, 
diese oder jene fflr verecAiedene x^^x^^ x^^ .... einander gleich sein können. 
Ist dies mcht der Fall, so durchlauft r noth wendig alle die Zahlen 1, 2, 3, 
4 , . • • • £• 

B. Man setze, fOr die beiden Werthe Xi und x^ von ^i, x^ und X2 

1 2 

van a^2) ^3 wd ar, von x^ n. 9. w. hfttte r den$Mm^ Wertfet» «0 wArt in.4(90 
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und zugleich 

2 17, 2 

13. 1?| Xi -j- £2 -'^a 4" ^3 ^3 -j" • • • • 4~ ^" ''^« ^^^^ ® -ß-j" ''• 

Eins von dem Andern abgezogen, giebt 

14. Ei{x,—x;)^E^{x^-x;)^-E,{^^ 

C. In dieser Gleichung haben s. B. E^j £?,, E^^ .... iG«^ wie 
aus (2.) zu sehen, simmüich den Theiler e^ ; denn sie haben der Reihe nach 
nmr die Theiler e, ,«,, 1^4 , .... e„ weniger als K , nicht den Theiler eg 
wemiffer. Sodann enthält auch E selbst rechts in (14.) den Theiler «f Also 
gdien alle Glieder in (14.) rechts und links, ^f« auf da^f ernte links, mit #1 

auf; Deshalb mufs nach ($. 18.) auch dieses erste Glied Ei{x^'^x^) mit e^ 

amfgehen. Aber E^ enthält gemSfs (2.) den Factor e^ iUeAt, und aiieh kel- 

n^n Theiler Ton e^^ weil die sämmtlichen Theiler €,, e^^ e«, .... e^^ die 

£1 hat, nach der Yorfiussetzimg zu e^ i/ieilerfreifid siqd. Also mufs e^ in 
12 12 

Xi — Xi allein aufgehen. Dfbs aber ist nicht mögficb^ da a?i und a^i nach (4.) 

i 2 
beide >>() und nicht gröfser als €, sind. Also geht e^ nicht in £j(ar, — x^) 

1 2 
auf, sondern £| (a?j -^-xTi), dividirC durch ^,, ist eht Bruche und keine ganze 

Zahl. Und da nun ein Bruch einer ganzen Zahl nicht srieich sein kann, wie 

es, um die Gleichung (14.) zu erfüllen, sein müiste, so kann diese Gleichung 

mcht Statt finden. Folglich kann kein r fflr die verschiedenen x^^x^^ 0^3 , .... x„ 

denselben Werth haben. Mithin sind alle r verschieden , und folglich sind 

sie nach (J.) alle die Zahlen I, !2, 3, 4, E (5.); gemäfs (L). 

D. Geht die Zahl 2r z. B. in x^ und ^, zugleich auf, so geht sie auch 
in E^^ Ey^ E^^ .... E^^ so wie in E <auf; denn alle diese iS enthalten, wie 
in (C) erinnert, den Theiler «^ . Desgleichen geht z nach der Voraussetzung 
in x^ auf. Also geht z in a//^ Glieder der Gleichung (3.), bis zu r, auf. 
Mithin mufs es nach (§. 18.) aach in r aufgehen. Ganz eben so verhalt es 
sich mitzählen 2: , die in x, und if^, oder in or^ und f?3 u. s.w. zugleich auf- 
gehen; gemäfs (IL). 

E. Man setze, eine Zahl z gehe in E und r zugleich auf, während 
ar^ zu €1 , X2 zu e, , X3 zu e^ u. s. w. theilerfretnd ist. Da sr in ^ aufgehen 
soll, so mufs es irgend einen seiner Starmnfactoren , z. B. /^!> 1, mit£, und 
lalglidi aiidt mit einem der Theiler e^^ e^^ ^^y . ... e^ vonE gemein heben; 
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aber nur mit einem dieser Tbeiler, z. B. mit e^^ dean da Jeder der Theiler 
e vou E zu allen übrigen der Yorausselzung nacb theilerfremd sein soll, so 
bat jedes e andere Stammfactoren (§• 27.). Es mnfs also p m" r und eg zu- 
gleich aufgeben. 

F. Nun entbalten in atien Gliedern links in (ßJ)^ bis auf das erste 
EgXi^ die E2^ E^^ E^^ .«.. E^ den Tbeiler e^ (C): also mufs p aucb in 
alle diese Glieder aufgeben. So ginge denn also p in alle Glieder von (3.) 
recbts und links bis zu dem ersten E^x^ auf, und desbalb mflfste es nacb 
(§. 18.) aucb in EiX^ aufgeben. Aber E^ enthilt den Tbeiler e^ nichts son- 
dern nur di6 Tbeiler e^^ e^^ e^^ .... e^* also kann p in E^ nicht aufgeben. 
Mitbin mfl&te es in x^ aufgeben , also bfilte x^ mit e^ den Tbeiler p>\ ge- 
mein. Dies ist der Voraussetzung in (JE.') entgegen, und folglicb können E 
und r nicbt mit der Zabl z zugleich aufgeben, wenn Xg zu e, theUer fremd ist. 

G. Aber es relcbt nicbt bin, dafs ^i zu €x tbeilerfremd sei, wenn E 
und r es sein sollen» Denn es könnte z, statt mit ^i, mit «2, ^3, e«, .... 
einen Tbeiler >> 1 gemein baben. Damit alles Dieses nicbt sein könne , und 
also wirklieb r zu iS völlig tbeilerfremd sei, mufs, aus denselben GrOnden 
wie vorbin, zugleich aucb ^2 zu e,, x^ zu e^ u. s. w. theilerfremd sein. Erst 
dann, wenn alles dieses Statt findet, ist r zu JC völlig tbeilerfremd ; gemifs (III.). 

U. Jedes r, fOr welcbes nicbt or^ zu ^i, j?, zu e,, x^ zu ^3, .... 
x„ zu e^ zugleicb tbeilerfremd ist, Ist nicht zu E tbeilerfremd. Denn, wenn 
aucb nur allein z. B. x^ und e^ nicht zu einander tbeilerfremd wären, sondern 
den Stammtbeiler p> l gemein bätten, so wflrde dieser in alte Glieder 
recbts und links bis auf r aufgeben und mflfste daher nacb (§. 18.) auch in r 
aufgeben, so dafs also dann E und r nicbt mehr tbeilerfremd wären , sondern 
den Tbeiler p>i gemein hätten. 

Anm. /. Es ändert sich an den Resultaten nichts, wenn man den x 
statt der Werthe (4.) folgende Werthe beilegt: 

Xi =i ü, 1 , -^, »5, ▼, • . • . ei — i , 

X2 ■■ U, 1, -^^ O, fr, .... ^2 ~~~ 1 , 

15. { x^ = 0, 1, 2, ,5, 4, ^3 — 1» 



x^ — ^, i, -4, J, 4, • • • • ^^ — 1. 

Der Wertb vertritt alsdann unter den Wertheu von x (15.) die SteUe der 
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®jB-f-r/ 



Werthe ^i, «21 ^3? •••• K in (4.); ^^^n s. B. j:» = ^i giebl in (3.) Äia?/ 
Bi0^=^B (2.), also in (3.) 

ond eben das giebt in (3.) der Wertb von x. 

%. 76. 

Lehrsatz. 

a I * 80 4 a 1 • . • • • ai 



t. 



»11 «25 «J^ .... «in, ^ 

bi9 ba^ bj, • • • . b„^ ^ 



'H 



Ci, C3 



• • • • 



'i»a 1 



Im 



n2, n. 



• ^ •■ 



n«. 



3. 



n Rmh^n^ die erste von nii, iftV zweite von ms, ib> lirj//« ron m/ti. «. u^. 
Qr6fseny welche alle, entweder ihren Werthen nach, oder durch eonst 
etwas, van einander verschieden sind. 

Stellt man diese Gröfsen in Gruppen^ jede von n GrOfsen, zu^ 
sammen, etwa nebeneinander, und ohne weitere Rücksicht in welcher Ord^ 
nunff, aber auf die Wmse, daf^ jede Gruppe aus jeder Reihe in (1.) 
nur eine Gröfse enthält, so ist die Anzahl Xa der auf solche fVeise 
möglichen verschiedenen Gruppen oder Verbindungen 

2« Xq = Bii • ni2 • nij • • • • nia • 

Beispiel* Es seien die n = 3 Reihen 

^19 ^9 ^ von 

*i, ii von 

^M ^29 ^19 ^49 c$ von nij 
gegeben, so sind die möglichen Gruppen von n 

Hl 62^1, ^1(2^2 9 UibjCi 

a^bgC^ 

0361^3 

«J*2^ 

3.2.5 

Beweis. A. Die noch unbekannte Anzahl der möglichen verschiedenen 
Gruppen von n — 1 Grölsen aus den n— 1 ersten Reihen (1.), also aus allen 
Reihen mit Ausnahme der letzten, wird Ähnlich von (2.) , durdi x^i bezeichnet. 

Cntto^t lovratl t d. M. Bd. MIX. Heft 1. 9 
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«2*1^19 


^2*1^2 9 


Ö2*2<?19 


Ä2*2^29 


ÖJ*I^19 


«3*1 ^29 


«3*2^1, 


0363^2, 



m^ — 3 Grörsen, 


m, =3 2 


- • 


«13 = 5 


- - 


1 ii=:3 Gröfsen folgende: 


9 ÄiftiC4, 


«l*ACä, 


9 Ä|*2^49 


«1*2^S9 


9 ^2*1^49 


^ib^Cs^ 


, 02^2^49 


a^biCs^ 


9 «3*1^49 


«3*1^5, 


19 ^3*2^49 


03^2 ^5« 



Die Anzahl dieser Gruppen ist 30 



m^ 11121913; gemfifs (2.). 
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« 

B. Jede dieser x^i Gruppen, nodi mit der er$ten Gröfse «i dtr 
hlzten Reihe yerbunden, giebt eine Gruppe von n Gr&fsen; und die darauf 
entstehenden x^^^ Gruppen von n Gröftien sind nothwendig alle unter einander 
verschieden; denn die ar„.i Gruppen von n— 1 Gr&fsen, aus welchen sie 
entstanden, sind es nach der Vorauäeetzung. 

C. Die d?„.i Gruppen von n — X Gröfsen , mit der zweiten Gröfse n, 
der letzten Reihe verbunden, geben auf gleiche Weise x„^i sämmtlich unter 
sich verschiedene Gruppen von n Gröfsen. Zugleich sind aber diese x^^i 
Gruppen von n Gröfsen auch alle von denen in (B.) verschieden: denn jene 
enthalten alle it|, die gegenwärtigen alle n,. 

D. Auf diese Weise geben die x„^i Gruppen von it — 1 Gröfsen, 
welche aus den n— - 1 ersten Reihen aufgestellt Werden können, mit ^ifor der 
m« Grö&en der letzten Reihe verbunden ^ jeAi x^i^ also susainmen m^ «x^.! 
iCruppen von n Gröfsen, die alle von einander verschieden sind; denn die 
erste Reihe derselben enthalt aus der letzten Reihe in (1.) nur »i, die zweite 
nur US ^ die dritte nur n^ n. s. w. Die so gefundenen m„.x^^i Gruppen sind 
aber offenbar alle möglichan Gruppen von n Gröfisfen. 

E. Da nun die Anzahl dieser letzten durch x^ bezeichnet wurde, so ist 

5. x^ == m, .a?„_i. 
Hieraus folgt, n — 1 statt n gesetzt, 

und Dieses in (5.) substituirt, giebt 

7. x^ = iw,.iii„«i*ar,«i. 
Femer folgt aus (6.)) n—l statt n gesetzt, 

und Dies in (7.) substituirt, giebt 

Und so weiter; zuletzt 

x„ =: fi»«Km„_fjii«_2- 1^11-3 • • • • ^i oder 
10» x^ ^s=^ m^ . 1912 • iTis . 1714 • . • • tun ; 
wie in (2,). 

§. 77. 
Lehrsatz. 
Be sei van der ganzen Zahl 

1 • mU ■ e^ e2.ej •• • • . e^i 
Jeder der Theihr e zu federn der übrigen theilerfremd. 
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Ea $ei femer 

2. 2 üne der Zahlen 1, 3, 3, 4, .... £ 
und wum setze, fUr einen und denselben Werth von z: 

■% =z niiei-fri) wo v^ eine der Zahlen 0, 1^ % 3^ .... 6i — 1^ 

% = m, 6] 4^2 9 wo fj - - - - O9 1^ 2, 3, • . • • 62 — 1) 

3. ^ * = ni,e3-f.rj9 wo r^ - - - - 0, 1^ 2, 3, ...i ej— 1, 

I = mnOn-fr-y u)0 f^ - - - - (>, !, 2, 3, .... e. — 1 
ist. Alsdann können 

L Fiir zwei verschiedene Werthe von z niemals alle r diesel^ 
ben Werthe haben. Zu jedem andern Werth von % gehört eine andere 
Gruppe der n Reste r; und umgekehrt. 

IL Zu den E verschiedenen Werthen (2.), welche z soll bekom-^ 
men können, gehören alle verschiedene Gruppen der Werthe der 
n Reste r in (3.), welche möglich sind. 

IIL Nur diefenigen z ^W zu £ theilerfremd, ßtr welche zu^ 
gleich r^ s^u Oi, Tj i^ti 621 r, zu 63, ... . r„ srti e„ theilerfremd ist. 

Beispiel. Es sei 

4. JB=60, ^4 = 4, «2=15. 
Alädann giebt (3.) 

Für M tm 1 2 3 4 5 6 7 d 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 
r. »12 3 012 301230123012301230123012 
r, » 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

* ~Pir s>i31323334353637 38394041 42434445464748495051 525354555657 565960 
r, «-301230123012301230123012301230 
r,» 12345678 91011121314 012345678 91011121314 0. 

Zu I. Zn keinen zwei Werthen von z in (5.) gehdrt dasselbe r^. 
unil zugleich dasselbe r,; gemäfs (I.). 

Zu IL Alle möglichen verschiedenen Gruppen aus den 4 Werthen 

0, 1, 2, 3 von rg und 0, J, 2, 3, 14 von r, (3.) sind folgende: 

00 Ol 02 03 04 05 06 07 08 09 010 011 012 013 014 
10111213141516171819 1 10 IUI 12 1 13 1 14 
®* ^202122232425262728 2 92 10 2 11 2 12 2 13 2 14 
30313233343536 3 73839310 311312 313 314 
Alle diese Gruppen von r kommen in (5.) vor. Sie gehören der Reihe 

nach zu 

9» 
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60 16 32 48 4 20 36 52 8 24 40 56 12 28 44 

^45 1 17 33 49 5 21 37 53 9 25 41 57 13 29 

^- ^ *~ ^ 30 46 2 18 34 50 6 22 38 54 10 26 42 58 14 

15 31 47 3 19 35 51 7 23 39 55 11 27 43 59, 
also sn allen den Zahlen 1, 2, 3, • • • . 60; gemfifs (IL)« 

Zu III. Z. B. it; = 19 ist sn £= 60 theilerfremd , und das logehö- 
rige Ti = 3 ist es zu «^ = 4 und r, = 4 zu e» s=: 15. sr = 49 ist zu iB= 60 
theilerfremd , und das zugehörige Ti = 1 ift es zu «i = 4 und ra = 4 zu 
«2=15. Dagegen « = 35 ist zu JS = 60 nicht theilerfremd, und nur das 
zugehörige Ti = 3 ist zu e^ = 4 theilerfremd, nicht das zugehörige r, = 5 zu 
«2 = 15; gemAfs (Jll^* 

Beweis. A. Könnten far zwei üerseUeäene Werthe Zi und St von 

z (3.) alle die Reste r dieselben sein, so mflfste gemfifs (3.) 

1 1 t 1 

8. arj=Wi€|-f r4 = m2#2-[-r2== mj«3-f ^j=*.** = »,.^ii-f **« uaAzuffteich 

3 2 2 a 

9. «r2 = i«i«i-f Ti = Jitje^-f- »"a = m^^j -f ^s = • • • • = ^1 ^1 "f**» 
sein. Daraus folgt, Eins von dem Andern abgezogen, 

II 1 t 12 12 

10. «1—«, = (m^— mO«i = («»2— m2)e2= (jWj— m,)^, = ..,. = (m^—mj^^^ 
also mflfste zufolge (10.) z^ — Z2 durch e^ und zugleich auch durch e,, «39 
^4, .•«• 6;,, also, da die e sfimmllich zu einander theilerfremd sein sollen, 
gemfifs (§. 26.) auch durch das Product «i^2^3- ••• ^id ^^so durch E (1.) 
selbst theilbar sein. Dies aber ist nicht möglich, da Zi und Z2 beide nicht 
gröfser sein sollen als E (2.) und folg^ch Zi — Z2 nolhwendig <C E ist. Also 
können nicht alle r zugleich fflr zwei verschiedene Werthe von z dieselben 
Werthe haben; gemfifs (L). 

B. Die Reste r in (3.) können der Reihe nach «1, «29 ^j? •••• ^n 
verschiedene Werthe haben, nfimlich Ti die e^ Werthe 0, 1, 2, 3, .... «1 — 1, 
r^ die «3 Werthe 0, 1 , 2, 3, • . . . e, — 1 u. s. w. Demnach sind zufolge ($. 76.) 
eie2e^....e„=^E verschiedene Gruppen , jede mit einetn Werthe jeder der 
n Reste Ti , r, , r, , .... r„ möglich. Nun gehört zu jedem der jEf verschie- 
denen Werthe 1, 2, 3, .... £ (2.), welche z soll haben können, nach (I.) 
eine andere Gruppe der n Reste r, also müssen die E möglichen Gruppen 
der Reste alle Stalt finden, zu den verschiedenen Werthen von z gehörend; 
gemfifs (II.). 

C Haben z. B. r^ und e^ keinen Theiler Z> 1 gemein , so mflssen auch 
vermöge « = m4«i-|''*i (3«) ^ ^^^ ^i theilerfremd sein: denn ginge z. B. d'^ t 
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in te und e^ zugleich auf, so mflfste es auch in r^ aufgehen ^ und «i und r^ wären 
also dann nicht theilerfremd« Eben so mfissen, wenn r^ und e^ theilerfremd sind, 
auch z und «j es sein ; wenn r^ und e^ theilerfremd sind , auch z und e^ u« s« w. 
Also, wenn zu§lmch r^ xu e^^ r, zu e,, r, jeu «,, . • •• r. lu e^ theiler- 
fremd ist, so ist es auch z za ei^ e<^^ e^^ .... e^ und folglich auch zu E (1.)« 
Hat dagegen auch nur einer der Reste, z.B. r^, mit e^ einen Theiler (T>>1 
gemein, so mufs d vermöge der ersten Gleichung (3.) auch in z aufgehen, 
und es ist also alsdann z meht zu ei und folglich auch nicht za J? (l.) theiler- 
fremd; gemAfs (IIIO* 

§• 78. 
Lehrsatz. 
Eb Mt roM der ganzen Zahl 

X. £i *— Ol Oj Oj • • • . e^ 
jeder der TheUer e am jedem der übrigen theilerfremd. 
Ee smen femer 

las 

1. di, dl, d|, . ».. >^1 TheUer ton e^^ die zu einander theilerfremd d 

2. da, da, da, •••»>> ( Thmler von Oa , eben eof 
^•\3. dj, dj, d,, ....>> 1 Thmler von e,, rf^n m; 



n. d„, d,, d„, . . . . >1 Theiler von e„, eben so; 
wo also nun die d|, die da, die d^, ••.. sämmttich andere Zahlen dnd, 
da die e untereinander keinen Theiler gemein haben sollen, während die 
sämmtlichen d in E aufgehen. 

Bezeichnet man dann aus den Zahlenreihen 

1* Xf ^^^ I, ♦, *5, *w^ « • • « Of, 

»• X) *^^ 1, *, *J, •i'5 • • • • Oa, 

u. < 3. Xj 5==^ 1, ^, •», 4i, • • • • Oj, 



n« Xu — — 1, -*, o, ff, . • • • e„ 

^e Anzahl 

Derjenigen in (3. 1.), ift> mtV keinem der d^ aufgehen, durch ipe^^ 
Derjenigen in (3. 2.)? die mit keinem der da aufgehen, durch v^Oa, 

4. {Derjenigen in (3. 3.), i& miV keinem der dj aufgehen, durch tpe^^ 

Derjenigen in (3. n.), die mit keinem der d^ aufgehen, durch v^e„, 
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und endlich, eben eo, mue der Zahlenreike 

5. «r Ä= 1, ?, 3, 4, . . . - £? 
die Anzahl 

6. Derjenigen, die mit keinem der edmmtliehen d (3.) amf§ektn, iutek y^E : 
so ist 

l. Die d In (2.) mögen StammssMen, mnd mlle TheiUfr ran ti , 

02 5 Oj , • • • • 6n sein , imer ftimtf 

7. ^61*^62.^/03 . . . * ^e„ = tpE. 

IL Schreibt man, in dem Falle, wo die d in (3.) die sdmmt'- 
lichen Slammtheiler >>1 J^ e tfiuf nUlhin von E j^t/iifi aü^o fUr den 
Fall, wo V/Ci, V^e29 V^Oj, .... V^e„ trnil ^E ift> Anzahl der zu den e 
und zuE theilerfremden Zahlen <Ze und <:E bezeichnen, zum Un^ 
ter schiede (p statt tp, so ist eben so: 

8. 9)61 .^62 •9!' 63 ...,^er^^ s= ^E. 

Beispiel zu I. Es sei 

9. et = 28, €2 = 15, iilso Ä = 28. 15 = 420. 

1 
Man nehme von dem Theilai von Cg. fim den einen i/| = 4 , nnd von den 

1 
Theilern von «2 n^f den einen d^^^b. 

Von den Zahlen 1, 3, 3, 4, e^ gehen die 7 Zahlen 4, 8, 12, 

16, 20, 24 und 28 mit rfi =4 auf^ also bleiben V'^i = 28—7 = 21 Zahlen, 

1 
dfe nicht mit d^ anfgehen. Von den Zahlen 1, 2, 3, 4, .... 6, gehen die 

3 Zahlen 5, 10 und 15 mit ifj = 5 auf, also bleiben v^«2=i5 — 3=12 

1 
Zahlen, die nicht mit d^ aufgehen. 

Es soll also nun nach dem Lehrsatze (L) 

10. ipei.fffe^ = 21.12 = 232 

die Anzahl tpE der Zahlen aus der Reihe 1, 2, 3, 4, 420 sein, die 

1 t 

weder mit J^ s= 4, noch mit if 2 "= 5 aufgehen. 

420 
Zunächst gehen die —=105 ZahleiB 4, 8, 12, 16, .... 420 mit 4 

420 

und dann die -^ = 84 Zahlen 5, 10, 15, 20, ... . 420 mit 5 auf. Aber die 

— = 21 Zahle« 20, 40, 80, .... 420 nnter den letzteren sind schon anter 
denen gezählt, die mit 4 aufgehen, also sind von den 420 Zahlen 1, 2, 3, 
4, .... 420 nor 105+84 — 21 = 168 Zahlen als diejenigen anszuschliefsen. 
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4fe mit 4 oder nit 5 aufgeben. Es ergiebt aicb daber für die Aozahl der 
Zablen aus denen l^ 2» 3, 4, ... . 420, die weder mit 4 nocb mit 5 aufgeben, 
nur 420 — 168 = 252 = v^jF; wie es nach (10.) und nach (I. 7.) sein soll. 

Zu II. Zu ^4= 28 iheiler fremd sind die (pe^= \2 Zablen 1, 3, 5, 
9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25 und 27. Zu «, = 15 sind es die (pe^=^H 
Zablen 1, 2, 4^ 7, 8, 11, 13 und 14. ZvlE=z 420 sind es zunächst folgende 
48 Zablen: 1, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 
67, 71, 73, 79, 83, 98, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 121, 127, 131, 137, 
139, 143, 149, 151, 157, 163, 167, 169, 173, 179, 181, 187, 191, 193, 
197, 199, 209, und dann die 48 andern, welche sich ergeben, wenn man die 
Ungeschriebenen 48 Zablen von 420 abzieht (§. 65. L). Also isl (pE = 
96 = 8.t2=7«i.9>e2; wie es nach (IL 8.) sein soll. 

Erster Beweis. A. Man setze, wie in (§. 75.): 

11. — = i!7|, —z=E2^ —=zE^^ . . . • —==En 

C| t?2 rg rji 

nnd dann die Gleichung 

wo die X aus den Zablen (3.) genommen sind und das willkflrliche & so an- 
genommen wird^ dafs r nicht grOfser sei als E. 

In dieser Gleichung gehört nach ($• 75.) zu jedem andern ^ ein an- 
deres Tf und wenn die ^ alle die Zablen (3.) durchlaufen, so durchlaufen die 
r alt§ die Zablen (5.) 

B. Gesetzt nun ein x^ (3. 1.) gebe nicAl mit dem Tbeiler di von 

^1 (2.) auf, so kann auch das zugehörige r nicht mit rf^ aufgehen, und um- 
gekehrt. Denn £^2 , E3 , £« , . . . . /?„ und E enthalten sfimmdich e^ als Factor, 

also ist dl von den sämnURehm Gliedern von (12.), bia auf das erste E^x^ 

und bis auf r, ein Tbeiler, Gebt nun d^ mcht in x^ fiuf , so gebt es auch 
nicht in E^x^ auf, denn E^ (11.) entbfilt e^ nicht als Tbeiler and folglich 

auch dl nicht, da die SlammtAeiler von «1, nnd folglich von tf,, in ^2, ^j, 

1 

€4, • • * • ^m nnd mithin in JS^ = €2 ^3^4 • . . • ^^ nicht vorkommen. Also kann i/| , 

i 

da ea in E^Xi nicht aufgeht, auch in r nicht aufgeben. Umgekehrt kann i/i, 

1 
wenn es in r nicht aufgeht, in Ei Xi nicht aufgehen . nna luiglicb , da di in E^ 

nicht aufgebt, in Xi nicht, denn sonrt wäre -~^ eine ganze Zahl und -j- nicht. 
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1 

C. Es gehört daher ta jedem x^ , welches mit ix nicht aufgeht, ein r, 

das heibt eine der Zahlen ans der Reihe der (50) nnd mir eine, die eben- 
1 

falls mit tf| mchl aufgeht 

2 9 

Eben so gehört lu jedem x^^ welches mit di^ mit d^ u. s. w. nicht 
aufgeht, ein r, und nur eins, und immer ein anderes r su jedem andern x^. 

Giebt es also unter den Zahlen ^i = 1, 2, 3, 4^ . •• . «i (3« 1.), v^^i 
yersduedene Zahlen^ die mit keinem der d^ (2. 1.) aufgehen, so giebt es 
e^M M viele verschiedene dasu gehörige r, die ebenfalls mit keinem der di 
aufgehen. 

D. Auf gleiche Weise folgt, dafs, wenn es unter den Zahlen dr^, Xj, 
^4) • • • • ^n (3.) der Reihe nach tpe^^ tpe^j ^«4, .... tpe^ verschiedene 
Zahlen giebt, die der Reihe nach mit keinem 4i, 1^, if«, ,... d^ aufgehen, 
eben so viele verschiedene r aus der Reihe der Zahlen (5.) ebenfalls mit 
keinem d^ , if, , J« , « . » • Jn aufgehen werden. 

E. Legt man nun in der Gleichung (12.) den x der Reihe nach die 
V^^n V^^2) V^^3 9 •••• V^^H verschiedenen Werthe bei, die der Reihe nach mit 
den ifi, 1^, ifs, •••• d^ nicht aufgehen, so bekommt dadurch nach (§. 74.) 
(^E-\'r, oder, was dasselbe ist, r, rffCi^rpe^^rffe^ .... tpe^ verschiedene Werthe; 
woraus denn folgt, dafs es gerade eben so viele verschiedene r^ das heifst 
Zahlen aus der Reihe der (5.) giebt, die mit den verschiedenen d (2.) mcht 
aufgehen; und da nun die Anzahl dieser Zahlen in (6.) durch 'ipE bezeichnet 
wurde, so folgt dalii 

18. \if€i^yfe^.%ife^....%ife^ r=s ^pE 
ist; gemAfs (L 7.)- 

F. Die Gleichung (II. 8.) folgt unmittelbar aus (7.), denn Alles in 
dem Beweise bleibt dasselbe, wenn man fflr die Bedeutung des Zeichens q> 
statt y/, die d in (2.) die sOmnUlichen Stammthmler von «1 , e, , «, , .... «^ , 
also von E bezeichnen Iflfiit. 

Zweiter Beweis. G. Man setze wie in ($. 77.) 

1. « = »i^i+ri, wo Ti eine der Zahlen 0, 1, 2, 3, • . • , ^1 — 1 ist, 

2. ar = fli,#2-f^t9 wo Ts - • - • 0, 1,2, 3, .,.•#2—1 ist, 
14. {3. «=m,#,4-^»^ wo r, - - • • 0, 1, 2, 3, .... #,— 1 ist, 

n. «=«i,#,^r„, wo r, - - - - 0, 1, 2, 3, .... #, — 1 ist. 
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CMit hlw 1. B. der Theiler di von e^ in rg nicht auf, so kann er, da er in #i 
anfgdit, vermöge (14. 1.) auch in 9 nicht aufgeben; und nmgekehrt 

Eben so yerb&lt es sieb mit den andern Tbeilem d^^ di^ .... yon Cg. 

Also SU jedem r^, welcbes weder mit i/i, noch mit d^^ dg etc. und 
Oberhaupt mit keinem äi aufgebt^ gehört ein z, und immer ein anderes z, 
wdches. ebenfalls mit keinem di aufgebt. 

Setzt man demnach fOr die Ti die Zahlen x^ (ß. i.')^ bo folgt, dafs an 
den fpCi Zahlen Ti oder Xi , die nach der Voraussetzung mit keinem dg auf- 
gehen sollen, eben so viele verschiedene z geboren, die ebenfalls mit kei-> 
nem di aufgehen. 

B. Auf gleiche Weise folgt, dafs zu den tpe^j V^#3 , .... y^e^ Zahlen 
Ta, r,, .... r^, oder or,, ^3, . ... ar» (14. oder 3.), die der Reibe nach mit 
keinem 4i, ils, an anfgebeut^ ehen so viele verschiedene Ji gehören wer- 
den, die ebenfalls der Reihe nach lucht mit 1^, 4s, ..*« J^ aufgeben. 

I. Legt man hierauf dem r in (14.) die tpe^^ tpe^^ tpe^^ .... y;e^ 
Werthe bei, welche der Reihe nach nicht mit den if|, di^ ii^ .... d^ auf- 
geben, und zwar so, dafs in (14.) die r niemals sdmmtUch dieselben Werthe 
bekommen, so entstehen in den Gleichungen (14.) zusammengenommen nach 
(§. 76.) tf/Ci . fpe^ . V^ea ....tpe^ verschiedene Gruppet^ der r, deren keine 
iüle dieselben r bat. Zu jeder solcher Gruppe gehört nach (§. 77. I.) ein 
anderes z. Also giebt es auch ^ei^.%ffe2.\ife^. ...rpe^ Tersdiiedene z, die 
nicht mit ifi, d^^ d^^ .... d^ aufgehen; und da nun die Anzahl dieser z durch 
ifßE bezeichmt worden 4sl, so ist wieder, wie in (7. und 13.), 

15. rfJCi • v^«2 • V^^s • • • • V^^R ^= V^-K 

K. Auch kann es keine andern z geben, welche mit den d nicht 

au^gfingen, als diejenigen, fflr welche das Gleiche mit den r Statt findet. Denn 

1 
geht z. B. Ti in (14. 1.) mit dem Theiler d^ von e^ auf, so mufs vermöge 

1 
der eben genannten Gleichung auch z mit d^ aufgehen. 

L. Die Gleichung (8.) findet sich wieder, wie in (K)^ ^^ (7.) un- 
flrittelbar. 

Anm. M. Wdter unten wird sidi noch ein anderer, auf völlig ver- 
letiddene Vordersfitze gegründeter Beweis des Lehrsatzes finden. 

Cl«Ue*ft Joarnal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 1. 10 
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§. 79, 

Lehrsatz. 

Es ifeien x und y zwm betiMgs, zu mnander tkeilerfremde, oder 

nickt theUerfremde ganze Zahlen. Ihr Product xy sei 

1. xy = I. 

Es sden d^ , d, , dj , .... d„ beliebige, unter einander theilerftremde 

Thmkr van y, Stanuntheiler oder Nickte StamnUheiler. Jede Zahl aus der 

Beihe der Zahlen 

2. 1, 2, 3, 4, • . • . y, 

welche mit keinem der d aufgeht, werde durch y, bezeichnet, ihre 

Anzahl, wie m ($. 78.), durch tpy und, wenn alle Theiler van y be-- 

rücksichtigt werden, durch yy. Eben so werde Jede Zahl aus der Reihe 

der Zahlen 

O* X , «%9 «3, 4*, • ■ • • 8 , 

welche mit keinem der d aufgeht, durch s^ bezMhnet, ihre Anzahl 
durch tfßz und fUr alle d durch (pz. 
Alsdann ist 

4. yrz = z.yy and 9» = x.yy. 

Beispiel. Es sei 

5. ar=15, y = 24, also «rzsxysr 15.24=360. 

Man berfloksiclrtige nar die 9wti Theiler 

6. 4f. = 3 nnd d; = 4 

von ys=.24, so dnd die Zahleo y^ ans der Reihe der Zahlen 

7. 1, 2, 3, 4, 24 (=y), 

weldie weder mit di = 3, noch mit 4^ = 4 aufgtkmt folgende: 

8. y, = 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 19, 22 and 23. 

Ihre AauuM ist 

9. ^y = 12. 

Dagegen sind £e Zahlen x^ aas der Reihe der Zahlen 

10. 1, 2, 3, 4, 360 (=«), 

welche weder mit 4i = 3, nodi mit 4is=4 aafgehen, folgende: 

11. «,= 1, 2, 5, 7, 10, 11, 13, 14> 17, 19, 22, 23, 

25, 26, 29, 31, 34, 35, 37, 38, 41, 43, 46, 47, 

49, 50, 53, 55, 58, 59, 61, 62, 65, 67, 70, 71, 

73, 74, 77, 79, 82, 83, 85, 86, 89, 91, 94, 95, 

97, 98, 101, 103, 106, 107, 109, 110, 113, 115, 118, 119, 

121, 122, 125, 127, 130, 131, 133, 134^ 137, 139, 142, 143, 
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Ihre Aiiahl tpz iit, da es 15 ZeUen^ jede zu 12 Zahlen ^ebt, 

12. fpz = 15.12 = 180 = 15. xffy = x.tffy: 
gemib (4.). 

Beweis J« Die sämmtHcAen Zailen 1, ?, 3, 4, .... z, deren jede 
JMieblge durch «i beieiehnet werden mag, können offenbar ^reh 

18. Zi == »y4-^ 
ansgedrflckt werden, wenn man der Reihe nach flUr 

14. n = 0, 1, 2, 3, a: — 1, 

15. r = 1, 2, 3, 4, .... y 
setEt. 

B. Geht nnn r in (13.) mit einem der Tbeiler d von y anf, so mufs 
nadi ($. 16.) , da y mit if an%eht| anch Zi mit i au%ehen. Also alle ar, in (18.), 
welche an Resten r (15.) gehören, die mit einem d aufgehen, sind keine der 
Zahlen z^ die mit keinem d aufgehen. 

C. Geht dagegen r in (18.) mit künem der Tbeiler d yon y auf, 
so kann auch ^a mit keinem dieser Tbeiler aufgehen; denn ginge Zi mit einem 
solchen Tbeiler auf, «o mOfiite nach ($. 18.), weil y damit aufgebt, auch r 
damit aufgehen; gegen die Voraussetxung. Also alle z^ in (13«), welche sn 
Resten r (15.) gehören 9 ^e mit keinem d aufgehen, sind durch ar^ bezeichnete 
Zahlen, und es giebt km^e andern z^. Gftbe es noch andere, so könnten 
sie nur lu Resten r gehören, die mit einem d aufgekenf denn die ari, au 
Resten r gehörig, welche mit Ämtern. if aufgehen, sind berflcksicbtigt; diese 
au Resten r> mit einem d anhebend, gehörige z^ sind aber nach (ü«) kmne z^ . 

D. Nun ist die Anzahl der r =1 z^ in (13. und 15.), zu einem Ae- 
BÜmmten Werthe von n (14.) gehörig, gleich xffyf eben so grofs also ist die 
Anzahl der Zx = z^ fftr einen bestimmten Werth von n» Der Werth von n 
in (13.) aber ist ganz^/eM%öitfjr; also gehören zu Jedem der x Werthe (15.) 
von ^p y^y Zahlen r=ar^, und folglich eben so viele Zi = z^. Mithin giebt 
es überhaupt x.fpy Werthe von Zg = z^^ die mit keinem der il aufgehen, 
und es ist 

16. ipz = x.yjy, und 

17. (pz = x.^y ffic alle Tbeiler von y; 

wie es der Lehrsatz in (4.) behauptet. 

10 ♦ 
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$. 80. 

Lehrsatz« 
Es seien x tmd y zwei beHeUge, zu einander theilerfremäe 
ganze Zahlen. Ihr Product xy sei 

1. *y ipa %. 
Es seien di, d,, d,, . . . . d« Mi^iffe, unttr mmander theilerfiremde 
Thmler von y, Stammihmler oder Nicht -^Stammtheiler, und x habe keinen 
dieser Theiler mit y gemdn. Jede Zahl aus der Reihe der Zahlen 

e» 1^ ^i^ o^ 4) • • • • y^ 
welche mit keinem der d aufgeht, werde durch y^ bezeichnet, ihre 
Anzahl wie in ($. 78.) durch v^y, und fOr alle Theiler von y durch 
9)y. Ähnlich werde jede Zahl aus der Reihe der Zahlen 

8« 1) 2) 3) 4^ • • • • Z) 
welche niit keinem d und in gleich mit x falbst nieht aufgeht, durch s, 

t 2 

bezdchnet, ihre Anzahl durch \pt^ und für alle d durch tpz. 
Alsdann ist 

4. %px = (3t— l)vy und tpz = (x — l)yy. 
Beispiel Es sei 

6. a?==9, y = 40, tdso tr= a?>-= 9.40= 360. 
Man berflcksichtige die zwei Theiler 

6. ii = 4 und 4i=^5 
von y = 40, so sind die Zahlen y^ ans der Reihe der Zahlen 

7. y = 1, 2, 3, 4, • ... 40 (=>•), 
welche weder mit if^=:4, noch mit d^^=^S aufgehen, folgende: 
8. y^=l,2,3A7A1143,t4,l7,t8,19,21,22,33,26,27,29,31,33,34,37,38n^^ 
Ihre Anzahl ist ^ ^^ _ 2^ 

Dagegen sind die Zahlen z^ ans der Reihe der Zahlen 

IO4 1, 2^ 3, 4, ... . 360 C==^)5 
wdehe weder mit 4, noch mit 5 anfgeheU) and "zu^^Üi tntch nicht mit x=:9^ 

11. ar^= 1, 2» 3, 6, 7, 11, 13, U, 17, 19, dl, 22, 23, 26, 29, 31, 85, 34, 37, 38, 59, 

41, 42, 43, 46, 47, 49, 51, 53, 57, 58, 59, 61, 62, 66, «7, 69, 71, 73, 74, TZ, 78, 7^ 
82, 83, 86, 87, 89, 91, 93, 94, 97, 98,101,102,103,106,107,109,111,113,114,118,119, 

121,122,123,127,129,131,133,134,137,138,139,141,142,143,146,147,149,151,154,157,158,159, 
161,163,166,167,169,173,174,177,17ß,179,181,182,183, 186,187,191,193,194,197,199, 
201,202,203,206,209,211,213,214,217,218,219,221,222,223,226,227,229,231,233,237,23^,238^ 
241,242,246^247,249,251,25^,254,257,258,259,262,263,266,267,269,271,273,274,277,278, 
281,282,283, 286,287,289,291,293,294,298,29i»,3Ol,3O2,303,3O7,3O9,311,313,314,317»aia^aiS^ 
321,322,d23,326,3?7,329,331,334,337,338,339,34l,343,346,347,349,353,354, 357,358^359^ 
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Ihre AnzaU %p9 bt 192 und 

12. ^« = 192 ist =8,24=(a?— l)v^y (6. inid9.); 
wie es der Lehrsatz in (4«) behauptet 

B eweis. JL Die sOmmtlicksn Zahlen 1, 2, 3, 4, ... • z^ deren jede 
heBehige dnrch Zi bezeichnet werden mag, können wieder offeniMur dnreh 

13. z^ = »y-j-r 
ansgedrOckt werden, wenn man der Rdhe nach f&r 

14. 11 = 0, 1, 2, 3, . • . . ar — 1, 

15. r = 1, 2, 3, 4, y 

seist 

B. Gebt nun r in (13.) mit einem der Thefler i von y auf, so mnfs 
nadi ($. 18«), weil y mit d aufgebt, auch Zg mit d aufgehen. Also alle «i 
in (13.), welche zu Resten r (15.) gehören, £e mit einem d aufgehen, 
sind keine der Zahlen sr,, Welche weder mit einem d, noch mit x aufge- 
hen sollen. 

C Gehl dagegen r in (10.) mit keinem der Theiler d yon y auf» 
so kann auch z^ mit keinem dieser Theiler d aufgeben; denn ginge Zi mit 
einem d auf, so mflfste nadi (§• 18.), weil d damit aufgeht, auch r damit 
aufgeben ; gegen die Voraussetzung. Also können sich die Zahlen z^ , welche 
wed mit einem d, noch mit x aufgeben sollen, nur unter denen befinden, f&r 
wdche in (13.) r itait keinem d aufgebt Solcher r aus den Zahlen (15. oder 2.) 
giebt es nach der Voraussetzung ipy für jedee n; denn fflr jedes n in (13.) 
sind die r dieselben. Auch giebt es kmne andern ^i, unter welchen sich 
die z^ befinden könnten, als diejenigen, fflr welche r mit keinem d aufgeht 
Denn gäbe es dergleichen , so könnten sie nur zu r gehören , die jnil einem d 
aufgehen, da die andern z^ zu den r, die mit krinem d aufgeben, schon 
lierflcksichtigt sind. Ein z^ , zu dnem mit einem d aufgebenden r mflfste aber 
nach (0.) mit d aufjgfeben, und wflre also kein z^. 

D. Da es demnach nur tpy verschiedene z^ tttr Jedes n giebt, unter 

welchen sich die s^^ befinden können , und x verschiedene Werthe von n Statt 

toden (14.), diese aber für ^^ in Beziehung auf r ganz g^eicbgflltig sind, so 

gid^t eit flberhaupt nur 

16. x.jpy 

Werthe von Zi in (180) ^^^ ^^^ keinem d aufgehen, und unter welchen sich 
nur die ar^ , welche mit keinem d und zugleich mit x nicht aufgeben soDen, 
befinden können. 
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Es fragt sich nun aber noch^ wieyiele es unter dm x.^y nit keinem 
d aufgehenden Werthen von Zi giebt^ die mi< o: aufgehen. Schliefst man 
diese davon aus, so werden die z^ flbrig bleiben, die weder .mit einem d^ 
noch mit J7 aufgehen. 

JE7. Die mit af aufgehenden Zi werden offenbar durdi mx bezeichnet, wo 

1 i • Wl sss 1^ iC^ O, T", • % • • j 

ist, so dafs also fflr sie vormöge (13.) 

18. mx =Ä ny-f ^ 
sein mufs, wo r mit y keinen der Theiler d gemein hat. 

F. In der Gleichung (18.) mufs aber nothwendig m mit >* Mmu 
der TAeiler d gemein ka^enf denn ginge ein J in m und y zugleich auf, 
so mflfste es nach (§• 18.) auch nothwendig in r aufgehen, und y und r hftt- 
ten diesen Theiler gemein; gegen die Bedingung in (JB.). 

Also kann m je nur eine der ipy Zahlen aus der Reihe der Zahlen 
(17. oder 2.) sein, die mit y keinen der Theiler d gemein haben« Mithin 
giebt es unter den x.ipy Werthen von Zg^ die mit y keinen Theiler d ge- 
mein haben, nur yjy verschiedene Werthe, die noch mit x aufgehen, und folg- 
lidi sind nur diese noch von iea x.ipy Werthen der Zi auszuscbliefsem 

Geschieht solches, so bleiben 

19. x.yjy — %py = (x-^i)y/y 
Werthe von Zg aus der Reihe der Zahlen (3.) flbrig, die weder mit einem d, 

noth mit X aufgehen. Folglich ist die durch "ipz bezeichnete Anzahl dieser Zahlen 

20. rpz = (^— Ov^Xf und 

2 

21. y« = (ar— l)yy für alle Theiler d von y: 
wie es der Lehrsatz in (4.) behauptet. 

Anm. 1. G. Findet die Bedingung nicht Statt, dafe x mit y keinen 
der Theiler d gemein haben soll, so gehen alle die x.tpy verschiedenen Zi (I6O9 
die mit keinem d aufgehen, auch sdbon mit x nicht auf. Denn ginge ein 
solches Zi mit x auf, so mflfste es auch mit denjenigen Theilem, die x und 
y gemein haben, aufgehen, und bfitte also ifiM^ii Theiler m\y gemmn; was 
nicht der Fall ist. Hat daher x wi\ y Theiler d gemein ^ so sind von x.^y 
Werthen von Zi , die mit y kein d gemein haben , keine x wegen mehr aus- 
zuschliefsen , sondern die Anzahl fpz der Zahlen ans der Reihe der Zahlen (S.)? 
welche mit keinem d und auch mit x nicht aufgehen, ist =zx,(py selbst; 
wie in dem Falle des Lehrsatzes ( $• 79.). 
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Anm. 2. H. Die Erwftgimgeii in (JBL mid F.) sind die HeupUno- 
mente in dem Beweise des gegenwärtigen Lehrsatses« 

§. 81. 
Leiirsatz. 

fVetm num ^^ heU^b^e ganze Zahl Z nach (§. 21«) durek 

1. z = pr^.pr'.p? — pj^ 

amirüektp wo äU if die sämmüiehm /i Stammtheiler wm Z und die e 
heÜMge gansoe positive Zahlenp Null emgeechlossen^ ausdrücken, dann 
aber das Product 

2. PiPaps • • • . p^ =s^ Wl^ 

3. Z = ni , also n = — = pj*""*. pt'""*, pj'""\ . . . p*'^* 

setzt, und die zu % und Z theiler fremden Zahlen ^0 und <:> oder 
<; Z ti^e oben durch z^ «rnif Z,, die Anzahl dieser i^ tmif Z^ durch 
q>% und q>Z bezmchnet, so werden 

h Alle zu Z iheilerflremden Zahlen Z^ durch die zu % theiler -- 
flremden 2iahlen z^ vermittels der Gleichunff 

4. Z^ s= v«-f % 
ausgedrückt, wenn man in derselben dem s, der Bmhe nach für 

5. 1/ = 0, 1, 2, 3, » — 1 (3.) 

alle die Werthe giebt, die es haben kann; so dafs also btofs die zu 
)K = p^ p,p3 . • . , p^ theilerfremden Zahlen %^ nüthig sind, um alle zu 

Z s= pt". pt*. P^ • • • • P^^ thmlwfremden Zahlen Z, s« finden. 

IL o» XNe ^nsmA/ ys i^ «ti s theilerfremden Zahlen z^ 
> nnd <C% ist 

«. 9«== (Pi-l)(p»-l)(p,-l)--..(p^-l). 
1^. Die Anzahl q>Z der zu Z theilerfremden Zahlen Z^ >>0 

tmiKZis« 

7. yZ = nya=pr *.p,^""'.pr'""V...py.(Pi— l)(pa— 1)(P3— l)---(P;i— !)• 

III. a. Ist der kleinste StamnOhmler p^ von Z (1«) == 2, und 

sind X andere Stammtheiler p von der Form 2^'^\n-f I9 too n nicht weiter 

durch 2 theUbar angenommen wird, und welches dann für r=0 die Form 

4fi4-l mnscMief^t, die übrigen fi-^-x — l Stammtheiler von der Form 

4ii— 19 90 ist 

8. 9Z durch 2''+'+^''^'^ •• •^•*"' theilbar. 
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i. 4bt der kUinete Stammtkeiler pi ton Z (10 >*2f eo ist 

9. 9>Z iure* 2^^^*+^*+^— • thmlhwr. 
IV. o. ZK« Summe S^^z ifar sOmmtUchen zu s theiler frem- 
den Zahlen i^ >*0 tmJ <Cs «^^ 

10. S9X =i«9Z = lpi.p2.p3.-..p^(pi— l)(Pa— 1)CP3— 1) (p^-i— !)• 

A. J9i0 iStiiniiie ^<pZ der edmmtKchen zu Z theitir fremden 
ZaUen Zip >0 nfiJ <Z M 

11. S^Z==tfgyZ==iflZ»z=in^zyg^|g ^>""^^Pt-*^^P*~^^^^^'^P^^ 

Beispiel s« L Es sei 

13. Z«=360s=5 2».3'.5, 
also 

|>x'*=2, |»,=3, Pi=iS, A»«=3, 

13. ( ,f^2.3.5==:^, 

» = -?. = 12. 
« 

Die xn «=30 thetterfremdea Zahlen «,>>0 und <;« sind 

14. «, = 1, 7, 11, 13, 17, 19, 33 und 29. 
Man erhalt also nach (4.) die ni Z = 360 theilerfremden Zahlen Z^ >- und 
<.Z, wenn man an den z^ (14.) der Reihe 1.30; 3.30; 3.30 bis 11.30 
Uunthnt. Dies g^ebt 

1 31 61 91 121 151 181 211 241 271 301 331 
7 37 67 97 127 157 187 217 247 277 307 337 
li 41 71 101 131 16t 191 221 251 281 311 341 
^ _ , 13 43 73 103 133 163 193 223 253 283 313 343 
f \ 17 47 77 107 137 167 197 227 257 287 317 347 
19 49 79 109 139 169 199 229 259 289 319 349 
23 53 83 113 143 173 203 233 26» 293 323 353 
29-^59 89 119 149 179 209 239 269 299 329 359* 
and atte diese Zahlen, und nur sie, sind wirldich su Zs=360 theflerfremd. 
Z« IL Der Ansdmck (6.) giebt hier, zufolge (13.), 
1«. y«e=:9.30«=(2 — 1)(3 — 1)(5 — 1)*=1.2.4=±8; 
und dies ist AmuM der zu ss=:30 theflerfremden Zahlen c, (14.). 

Der AwdnMk (7.) gfebl, da ne=12 and <p9^=S Ist (13. md l<k), 

17. 9Z= 12.8 = 96; 
■nd dies ist die AnuM der an Z = 360 theilerfremden Zahlen Za (15.) 
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Zu III. la (12.) iat der kl«uut0 Stammtheiler j»t von Z gleich 2, und 
nur |»s=:5 bt Ton der Form 4n-f 1) also x= I. Es soll daher nach (8.) 
§oZ=96 (17.) durch 2'+»+*-» ==s 2» « 32 (keilbar aeia; was anch der FaU ist. 

Ware Z = 3».5.7M7S so wäre z = 3.5.7.17, 9« = 2.4.6.16 (6.) 

«=768, »==-| = 3.7M7 = 2499 und yZ^ny«(7.)=s 2499.768. Dies 
soll, da hier ;», = 5 = 2« -fl und |»««=17«2*-j-l, also », = 0, Tis=2, 
ar=2, )tt = 4 ist, nach (9.) durch 2''+"+''+'' = 2*+'+"+' = 2« = 256 Iheübar 
sein; was auch der FaU ist 

Zu IV. Nach (10.) soU für « = 30 (13.), also fOr 9«=8 (16.), 

18. S(pz = i.3ü.8 = 120 
sein; und dies ist auch die Summe der zu « = 30 Iheilerfremden 8 Zah- 
len «y (14,). 

Nach (11.) soll far Z=:360, also fOr <pZ=% (17.), 

19. S<pZ = i.360.96 = 17280 
sein; und dies ist auch die Summe der zu Z = 360 theilerfremden 96 Zah- 
len Z^ (15.). 

Beweis von I. Ä. In der Gleichnnf 

20. Z^ = i/«-|-«^ (4.) 
geht 

21. « == pi./ft.pi p^ (2.) 

mit allen den StammtheUern p von Z (1.) auf, z^ dagegen mit keinem der- 
selben 9 weil es nach der Voranssetzung zn z theilerfretnd ist. Also kann 
«och Zy in (20.) mit keinem der p aufgehen, was auch y sei. Denn ginge 
Zy mit einem der p auf, so mOfste, weil z damit aufgeht, auch z^ mit dem 
p aufgehen, und folglich wäre z^ zu z nicht tbeilerfremd; gegen die Vor- 
aussetzung. Also ist Zy in (20.) für jedes z^ und jedes v nothwendig zu z 
und folglich auch zu Z thmlerfremd. 

B. Denn es giebt auch kmne anderen zu Z theilerfremden Zahlen Z^, 
als die, welche (20.) ausdrückt. Denn gftbe es eine solche, so könnte sie 
nur lu einem z^ gehören, welches iticA/,zu z thdlerfremd wlre und folglich 
mit irgend einem p aufginge. Geht. aber z^ mit irgend einem p auf, so 
mflbte vermöge (20.), da z mW jedem p aufgeht, auch Z^ mit dem p auf- 
gehen, und wfire abo zu z und folglich zu Z nickt theilerfremd. 

C. Endlich sind alle Z, , wekhe (4.) oder (20.) ausdrflckt, > 
und <lZ, wenn man v nach (5.) nicht gröfser als n — 1 setzt; ilenn erst 
nz ist =:Z (3«),.und z^ ist <;«r, also (n— l)jt^-f ^r ^^^^ <Z. 

Crdle*« Joonud t d. M. Bd. XXIX. Hefl 1. 11 
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Hithin folgt , zusammengenommen, dafs (4.) alle m Z theilerfremden 
Zahlen Z^ >> nnd <; Z aosdrflckt ; wie es (I.) behauptet. 

Erster Beweis von IL D. Alle Zahlen y>>0 und <ip['f die 
nicht mit dem Stammtheiler pi aufgehen, sind zn p^^ iheilerfremd; denn mit 
welchem andern Stammtheiler auch y aufgehen mag: p\^ geht damit nicht auf. 

E. Nun gehen von den Zahlen 

22. 1« 2, 3, 4) • • • • pi 

23, nur die Zahlen ;>, , S/i^, 3/?|, 4;^,, p\'^^.p^=ip\' 

mit ;^| auf. Alle zwischen denselben liegenden, die allgemein durch (^pi -f r 
ausgedrückt werden können , gehen nicht mit pi auf, weil r<Cpi und >* ist 

Die Anzahl der Zahlen (23.) ist =;>J*"\ Werden also diese von den 

pl' Zahlen (22.) ausgeschlossen, so bleiben pl*—p{''^^^=p\'^\pi—l) Zahlen 

flbrig, die mcht mit p^ aufgehen und die also sfimmllich zu /?|' thmler fremd 
sind* Folglich ist 

24. q>p\^ =yr\p-i). 

Ganz aus denselben Gründen ist 

25. J ^^'' = p'r'iP^-^), 



VP'/^P^"" *(/>/!— ')• 



F. Nun ist allgemein nach (§. 78. 8.) 

26. (pp':.(pp\\<pp\\...(ppl^=^ vipl'Ptpl'—pi') = yZ (10, 

also ist aus (24. und 25.) 

27. (pZ = pl''\p2^'yr''^''Pl'^\Pi-l){P2-i)(p,-l)....ip^-iy, 
und dieses ist tler Ausdruck (7.) von ^Z im Lehrsatze. 

Zweiter Beweis von IL G. Es sei y eine MieUffe, p eine 
Stammzahl, die in y nicht aufgeht. y)y und (p{py) bezeichne die Anzahl 
der zu y und py theilerfremden Zahlen >() und <Zy und py. 

Alsdann ist gemäfs (§. 80.) 

28. (p{py) = {p—\)(py; 
was auch y sein mag, wenn es nur nicht mit p aufgeht. 

EL Setzt man nun zunAchst y = p^^ so ist offenbar (py = Pi — I ; 
denn alle die /^i — 1 Zahlen 1, 2, 3, 4, .... pi — l >0 und <:,pi^ und nur 
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M, siad JBU der Stammcahl p^ thmlerfremd. Seist man also weiter in (28.) 
xagleich p^ statt p^ was \xi y^=p^ nicht aufgeht, so ergiebt sich 

29. fp(p,p^)^ (Pi-l)iF2-^iy 
Setzt man hieranf in (28.) piP2 statt y nnd p^ statt p, was wieder 
in y = Pi p% nicht aufjgfeht , so ergiebt sich 

30. q>{piP2P,) == (p,'-^)9(PiP^) = iPi-i)(p.-^)iP,-i) (»».)• 
Und so weiter^ wenn man der Reihe nach pi p^ p^ statt y, p^ statt p^ 
PiPiP^P^ statt y, fFj statt ;i etc. setzt. Zuletzt findet sich 

31. (p{piP2Pz...Pf,) oder 9»(2.)«s(/sri— l)(|i,— l)(;i3— I)....p^~l} 
und dieses ist die Gleichung (6.) des Lehrsatzes. 
/. Nun drflckt jEufolge (I.) 

32. ,Z^=^vzi-z^ 
alle zu Z theiicrfremden Zahlen Z^ >>^ und <CZ aus, wenn man dem v 
der Reihe nach die n verschiedenen Werthe 0, 1, 2, 3, .... n*-\ (6.) nnd 
dann dem z^ alle die 9?« Werthe >>.0 ,nnd <C^ gieht, die es haben kann. 
ZvL Jedem Werth von r in (32.) ^ehdren also (pz Werthe von Z^, 
und folglich giebt es Oberhaupt ntpz Werthe von Z^, ^^^ daher ist 
33. yZ t= nq>z ^ ^(p^^iy(p,^i)(p^^t)....(p^-i) (3.mid37.) 

= ;^! ** ./^"V"'. • . p'/'\p-t)(p,-\Xp,-l)....(p,^i)Ci. und 2.); 
nnd dieses ist der Ausdruck (7.) des Lehrsatzes. 

Beweis von IIL K. Ist der ArMiM/e Stammtheiler /^^ vonZ^ =2, 
so sind alle Qbrigen fi — 1 Stammtheiler p^i p^^ p^^ «... p,, ungerade; also 
geht von den /i ersten Factoren von 9Z in (7.), welche Potenzen der p 
sind, allein p*'""^ =» 2***"* mit 2 auf, und zwar ftiit '/*""*. Von den flbrigen 

Factoren (pi-^i)^ (pt'^i)j (F3-^0i ** • • Pfi'^^ ^^ ^^^ ^rste f^i— t «= 1 und 
geht <also nicht mit 2 auf. Sodann geben die x verschiedenen p, welche von 
der Form 2'+^n-f 1 »ein sollen, p*^^ = 2^"*"\w. Jeder solcher Factor 
geht mit 2^"^^ auf, also, da ihrer x sein sollen, so gehen sir* zusammen mit 

22«4^Ti+r.+ guf^ Endlich giebt jedes der fi-^x-^ l verschiedenen pf die von 

der Form 4ii— 1 sind, ;i— l»54ii«^2^ und dieses geht) was auch n sein 



mag, nur mit 2 auf; denn — ^ — ^^2n--l ist iwmer ungerade. Also ge- 
hen diese ju-^ir^l Factoren noch mit 2^^^^ sruf. Mithht g<eht zusammen- 
genommen ^Z mit 

auf; wie es <8.) in (IIL «.) belraü|)«et. 

11 * 
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L. Ist schon der kleimfe Stammthefler pi von Z'^i^ so $M afl« 
p ohne Ansnabme ungerade i also geht dann von den fi ersten Factoren Ton 
ipZ in (7.), welche Potenzen von p sind, kmner mit 2 auf. Dagegen gehen 
Ton den flbrigen fi Factoren diejenigen x^ ffir welche /i von der Form 2^'^\n-f 1 
ist, jeder mit 2^+*, zusammen also mit 2'*"^^*^^'"*'"" auf. Von den /i — x 
Factoren, fflr welche p von der Form 4n — 1 ist, geht jeder nur mit 2 auf; 
was noch 2^"'' giebt. Überhaupi also ist dann (pZ durch 

theilbar; wie es (9.) in (IQ. 6.) behauptet. 

Beweis von IV. M. Die £u einer beliebigen Zahl Z theilerfremden 
Zahlen >>() und <lZ sind nach (§• 65. I.} immer paartomee vorhanden, und 
die Summe jedes Paares betrfigt Z. Da also ipZ die Anzahl der zu Z theiler- 
fremden Zahlen ist, so ist die ZaU der vorhandenen Paare s=^q>Z, und da 
jedes Paar Z betrfigt, so ist die Summe aller, 

36. S(pZ = ^Z.(pZ. 

Dies ist der erste Ausdruck von Sq>Z (11.) im Lehrsatz. Setzt 
man darin ^Z=znq>z aus (7.), so ergiebt sich der zweite Ausdruck (11.)- 
Setzt man hierin Z=^nz aus (3.) , so ergiebt sich der dritte, und setzt man 

darin it = — aus (3.), so ergiebt sich S(pZ = ^'^.zq>z=^3P.^ md 

vermöge (2. und 6.) der vierte Ausdruck von Sq>Z (11.)* 

Für Z^z ist, wie in (35.), 

37. Sq^z = ^z.q>z. 
Dieses ist der erste Ausdruck von S<pz in (10.). Setzt man darin die Werdie 
von z und (pz aus (2. und 6.), so ergiebt sich der zweite. 

Anm. iV. Der erste Beweis von (IL) 9 dem BaupttAeite des gegen- 
wärtigen Lehrsatzes, bedarf zwar (I.) nidit, aber des Lehrsatzes (§. 78.) mit 
seinen Vorbereitungen (§. 74. 75. 76. und 77.). Der zweite Beweis von (IL) 
dagegen bedarf aller dieser Vordersfilze nichts sondern nur des einfachen 
Satzes (§.80.). Er ist daher bei weitem kflrzer als der erste, und vielleicht 
der kürzeste von allen, die sich von (IL) geben lassen. Er wflrde deshalb 
insbesondere fttr die Elemente geeignet sein. 

O. Von dem Satze (§. 78.) wflrde sich sogar der Ausdruck (8.) fQr 
den dortigen besondem Fall (IL) umgekehrt aus dem gegenwärtigen Satze (IL 7.) 
ableiten lassen. Denn zerlegt man z. B. Z (1.) in zwei beliebige zu einander 
tÄeilerfiremde Factoren, die also jeder nur verscÜedene p enthalten dfirfen, 
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4. B. in 

.•0 ist mA (7.) 

40. 9«i «= ;»;-r"*.i»;:;:r*^.-.;»;''''(i'i^fi-i)(;»i,+.-i).......(;»,--i), 

und 9»! (39.) mit q)9, (40.) umltipBdrt glebt idohts anderas ab 9Z (7.), 
so dafs also 

41* q>Zt mm ipXi,q>M^ 

ist. Auf diesellN» Wdse kanu maa öa Faetono Zt vak 9% Walter aaricfaO) 
and es Ündet sich der Ansdnick (&> bi (9* 76»)* 

Weiter imtoi werden sidi no^ andere Beweise y<Hi (IL) laden, die 
anf T<rilif Tersdüedoiett VordersAtsen berahen. 

% 83. 
Leiirsats. 



Dm Pntduet P^ von «^ Fadoren 



1. P^ 



(•u+ti +•« + «» + ••• 



M# 



X(niu-{-nii-|-nij-j->i}-|- *•• 
X (Uo 4" »» + "» + '»» "f '• • 



+ «r) 






L <Ü0 i9tniMM von GBedem, dermtßdet ¥ I^utorm, und xwar 
Mu jßier der Rriktn (1.) nur «inen Vadtor entkiUt, alio nur ein a, 
nur ein h u. e. w. und ^ eämmtliek durch 

3« a«, . b/ig<<V* • • • * ""ft •*'n 
mugedrüeki werden, wenn man in (^.) der RHke nach 

tt| "^ (^ 1) 2) 3y . . • > v> 

A *=* 0» 1» '^y 3, .... /J, 
3. / y» = 0, 1, 3, 3, .... y, 



A*i= «» t» 2, 3, ,... A*> 

>^, = 0, 1, 2, 3, »' 

M/s/. Kmtes der GUeder, welche (3. und 2.) ^«(«n, /M//, «nif kdnee 
kommt mehr ak eittmal vor. 
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IL Di^ Anzahl der Glieder des Products P^ (1.) ist 

Beispiel. Es sei 

5. P^ = (Oü-f Äi4-.fl,)(*u-f *i)(c;i+^i-lT^2+fi^ 

also 

6. ^«3, a*=:A /9=I, r = 3, 

so findet sich, wenn man wirklich miilUpIiidrt , 

Alle diese Glieder giebt (2.), Wenn man tlörtd* der ReiM näcb £ufol^ (8.) 
«^ = 0,1,2, /9i = 0, l und y, = (), 1,?,H setzt. Die Anzahl der Glieder 
in (7.) ist 24 = 3.!2•4 = (a + l)(/^|-IMyT0; gemäfs (4.). 

Beweis A. Man setze einen Augenblick voraus, das Product P^^^ 
der ersten r — 1 Reihen rechts in (i.) mit den a, 0, c^ . . . . m, also das 

Product aller Reihen (1.) bis^ auf die letzte /i„ -\ - w^ -|- n^ -j- + ^n erfülle 

was der Lehrsatz in (L) behauptet, nemlich. dafs das Product P^.i die Ge- 
sammtheit aller der Producte sei, welche nach (^2.) hier durch 

ansgedrfickt werden, wenn man in (8.) den «n /^j? iKi» • • • • A^i die Werthe (3.) 
giebt ; desgleichen setze man voraus, dafs kein a, b, c etc. in einem der Pro- 
dpicte (§»). mehr als einmal vorkomme, und kein Prodnct von denen, welche 
(8.) giebt, fehle und keines mehr als einmal ^^ich zeige. 

B» Multiplicirt man alsdann diese Gesammlheit der Producte (8.) noch 
mit der letzten Reihe nü-l-W|-jr^2+ • • •• f '»r? um P^ (1.) zu tipden, so 
sind alle die Glieder (8.) erst mit fio, dann mit n,^ darauf mit fi, n. s. w. bis 
zu n^ zu multipliciren. Also wird aucii die (iesammlheil des neuen Pro- 
ducts Py durch 

ausgedrückt, und zwar so, dafs allen Gliedern, die (8.) giebt, noch der Factor 
n mit allen den Zeigern 0, 1, 2, 3, .... r^ welche v^ bezeichnet, hinzu^ 
gefügt ist. Hier fehlt kein Product in Beziehung auf it, und keines kommt 
mehr als einmal vor. 

Also, wenn der Salz für v — 1 Reihen in (11.) gilt, so gilt er auch 
für V Reihen. 
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B. Daraus folgt, dafs der Salz fOr y-^1 Reihen gät, und fol^^ 
nach (ii.) fOr r Retfaen, wenn er fflr r — 2 Reihen gilt; ferner für r — 2 Reh- 
hen, und folglich nach (^^ fOr v — 1 und >^ Reihen, weno er-lttr r-^3 Reihen 
gilt; u. 9. w. Zuletzt also folgt, dafs der Satz für v Reihen gilt, wenn er 
für y — (y—\) = i Reihe gilt. 

Für 1 Reihe a,j-föi-|-«2.4- • ••• +«a öher gilt er offenbar: denn alle 
Glieder dieser Reihe drückt a«, (8) aus, wenn maii nach (3.) der^Ridihe nach 
«i = 0, 1^ 2, ^^... ,a setzt: also gilt (I.) für beliebige r Reihen in Pr wirklieb. 

C. Man setze, die noch unbekannte Anzahf der Glieder des Products 
Py_i der ersten r — 1- Reihen in C^O sei =.a?^. 

Wird dieses Product Py_, noch rait der letzten Reihe iiu-|-n,-f n-j-f-.... -f n^ 
multiplicirt, um P^ zu finden^ so ergeben sich zuerst x^ sämmtlich verschiedene 
Glieder, die sfimmtlich n^ zum Factor haben; sodann x^ andere Glieder, summt- 
lidi mit lii zum Factor; darauf x^ andere Glieder, sfimmtlich mit n, zum 
Factor u. 8. W.: zusammen also, da i^-f 1 verschiedene n vorhanden sind, 
{y'\'\)x^ verschiedene Glieder. Und da nun die Anzahl der Glieder des Pro- 
ducts Py durch x^ zu bezeichnen ist, so ist 

10. X, = (1^+0^^. 

D* Aus demselben Grunde ist, wenn man die Anzahl der Glieder des 
Products der r — 2 ersten Reihen in (1.) durch Xi bezeichnet, 

11. x^ = (/i+0^i> 
was, in (10.) gesetzt, 

12. X, ^{vt\){tl^i)X; 

giebt Eben so ergiebt sich a:; = (il-f i)ar« und, in (12.) gesetzt, 

o« 8. w. Zuletzt also, da für die erste« Reihe allein, ar« = a-[- 1 ist, 

14. X, ==: (i^+l)(At+l)(A+l)....(y+l)C/?+l)(«-f 1); 
gemfifs (4.) in (II.). 

§. 83. 
Lehrsatz. 
Wenn man für eine beliebige Zahl z, 

1. z = «.e 
tetzt und durch e^ Jede zu e theilerfremde Zahl >>0 und <ie be^ 
zeichnet , so drückt in 

3. X alle die Zahlen 1, 2| 3, 4, . • . • z 
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mu, unijeäonur «inmul, wenn man den t und \ alle die ^fänzzahii- 
gen Werth« beUegt, iU n» haben können, 1 und z nJicAl atufeeehioseen» 

BeiipleL Ef id 

4. « « 126 «= 2.3«.7, 
00 kann e nebst dem sogehOri^en i folgende Werthe haben: 

5. «es 1, 2, .% 6, 7, 9, 14» 18, 21» 42» 63 and 126» 

6. • »126» 63, 42, 21, 18» 14> 9» 7, 6, 3, 2 nnd 1. 
Die sn den Tenefaledenen » tiheQeriremden Zablen «, rind folgende: 

Fflr «= 1 2 3 6 7 9 14 18 21 43 63 126 




' ^ «y« 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 22 43 1 43 

2522 3 5 2 5 22344 5 47 89 

3 4 5 7 4 11 4 25 46 11 53 95 

4 5 9 11 5 13 5 26 47 13 55 97 
6 7 11 18 8 17 8 29 50 17 59 101 
6 8 13 17 10 19 10 31 52 19 61 103 

11 23 11 32 53 23 65 107 
13 25 13 34 55 25 67 109 

16 29 16 37 58 29 71 113 

17 31 17 38 59 31 73 115 
19 37 19 40 61 37 79 121 

* 

120 41 20 41 62 41 83 125. 

MnlttpBcirt man wm mA (9.) diese e^ mit dem zugekßr^en t (6.), so er- 
giebt sidi 

Pflr « 

®- 'ix = ».e^ 



126 63 42 21 


18 


14 


9 


7 


6 3 


2 1 


126 63 42 21 


18 


14 


9 


7 


6 . 3 T 


"44^6^43^ 


84 105 


36 


28 


27 


35 


12 15 4 


46 88 5 47 89 




54 


56 


45 


49 


24 33 8 


50 92 11 53 95 




72 


70 


81 


77 


30 39 10 


52 94 13 55 97 




90 


98 


99 


91 


48 51 16 


;^ 100 17 59 101. 




106 112 117 119 


60 57 20 


62 104 19 61 103 












66 69 22 


64 106 23 65 107 












78 75 26 


68 110 25 67 109 












96 87 32 


74 116 2tf 71 113 












102 93 34 


76 118 31 73 115 












114 111 38 


80 122 37 79 121 












120 123 40 


82 124 41 M 125; 



und dieses sind, wie man sieht» alle die Zahlen 1» 2» 3» 4, ... . z, und keine 
kommt mehr als einmal yor. 
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Beweis A, Es sei n eine der Zahlen 1, 2, 3, 4, • . . . isr (3.)* Sie 
wird hrgemd einen Theiler mit z gemein haben: wenn keinen andern^ so den 
Theiler 1, Welches also auch dieser Theiler sein mag: er ist zugleich ein 
Theiler von z^ und also einer der Werlhe von «. 

B. Man nehme den gröfttten der Theiler, welchen n und z gemein 
haben. Er wird immer, als Theiler von z^ durch « bezeichnet 

Alsdann haben aber — und — weiter keinen Theiler > 1 gemein, und 



sind also zu einander theilerfremd , während zugleich — > und <; — ist. 
C* Aber — ist vermöge (l.) =^9 und alte zu e Ihmlerfremden 

Zahlen >>0 und <ie werden durch e^ bezeichnet. Also ist — nothwendig 

eines der e^. 

D. Nun ist identisch 

9. n = «. — , 

also ist, e^ statt — gesetzt, 

10. n = B.e^ = X (2.), 

und daher kann x in (2.^ jede von den Zahlen 1, 2, 3, 4, z sein, fflr 

irgend ein e und e. Dieses ist, was zunächst der Lehrsatz behauptet. Es mufs 
aber auch (10.) alte x oder n ausdrücken; denn zu Jedem beliebigen n oder 

X gehört in (0.) irgend ein e und folglich ein e= — . 

E. Gesetzt, verschiedene e und c könnten in (2.) ein^ und dasselbe 
X geben, z. B. es könnte 

11, %.e^ = d.d^ 
sein; wo i/>>e angenommen werden mag. 

Da nach (1.) 6 = — und <^=-^ ist, so ist (11.) so viel als 

e d ' 

13. e^ = ^. 

Gleichung zufolge mfifste also e.d^ mit d aufgehen ^ indem «^ jeden- 
falls eine ganze Zahl ist. Da d^ zu «f theilerfremd ist und also kein 
Theiler von d in d^ aufgeht, so mflfste d in e allein aufgehen. Dies aber 
ist nicht der Fall, da i/>>^ vorausgesetzt vrird. Also kann (13.) und folg- 

CreUe*s Journal L d. M. Bd. XXIX. Heft 1. 12 



und daraus folgt 



90 4. Ehcyikiofmdie der Zmktmtkeorie. §. 84. Penn. 1 . 

lioh (11.) mcAt Statt finden: mitbin können verschiedene # nnd e fuekt ein- und 
dasselbe x geben, nnd folglich drflckt e.e^ (2.) jedes x aus den ZMtmt^Q^ 
3, 4, • • • • z nur eimnal aus. Dieses ist die zweite Behauptung des Lehrsatiesi 

§. 84. 
Lehrsatz. 
Die G es ammt" Anzahl der Zahlen^ welche zu allen den ver^ 
schiedenen Theilem einer beliebigen Zahl z (1 und z nicht auegeechloseen) 
theilerfremd und>0 und <C als je die einzehuin Theiler sind, ist = z. 
Das hüfst in Zechen : wenn man alle die möglichen Theiler einer 
Zahl z durch Cx, e^, e^^ .... e„ und die Anzahl der zu diesen Thei^ 
lern theiler fremden Zahlen ^ >>() und <i als die einzelnen Theilerp 
durch 9?ei, (pe^^^ (pe^^ .... ^e^ bezeichnet^ so ist 

1. yci-f-yea-fyej-f ••• -"hy^B ='z. 

Beispiel. In dem Beispiel zu (§. 83.) sind die e^ (§. 83. 7.) die 
zu den verschiedenen möglichen Theilem 1,2,3,6,7,9,14,18,21,42,63 und 
126 von 2r= 126 theiler fremden Zahlen >0 nnd < ak die Theiler. Ihre 
Gesmnmt^ Anzahl ist 126 = 2^. 

Erster Beweis. A. Nach (§.83.) erhAb man, wenn man die ver- 
schiedenen, zu den verschiedenen « theilerfremden Zahlen e^ mit demThejler 

«== — von z raultiplicirt, alle die z Zahlen 1, 2, 3, 4> •• • . t^ 

J9. Gäbe es nun mehr als z verschiedene Zahlra e^ fflr die ver- 
schiedenen e^ so mfifste es entweder Producte B.e^ geben, die gröfser als 
z sind, oder es müfsten Producte, die nicht gröfser als z sind, mehr als 
einmal vorkommen. Ersteres ist nicht der Fall, da e^ nicht gröfser als e, 
und e.e = z, also e . e^ nicht gröfser als z ist. Letzteres ist nach (§. 83.) 
nicht der Fall, denn B.e^ giebt jedes x nur einmal. Also kann es nicM 
mehr als z zu den verschiedenen e theilerfremde Zahlen e^ geben. 

C. Gibe es weniger als z Zahlen e^ , so könnte das Product e.e^ = x 
nicht z verschiedene Werlhe haben; denn die €^, zu einem und demselben e, 

sind nur mit einem €= — zu multipliciren. Das Product x = B.e^ hat aber 

nach (§. 83.) wirklich alle die z Werthe 1, 2, 3, 4, z. Also kann es 

auch lucht' weniger als z zu den verschiedenen e tbeilwfremden Zahlen e^ 
>0 und <ie geben. 

Folglicfar nuifs die Gesammt- Anzahl dieser Zahlen e^ uothwendig gMeh 
z sein; wie es des Lehrsatz behauptet. 
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Zweiter Beweis. D* Es werde nach (§. 21.) 9 durch 

ausgedrflckt, and bestiiiimt, dafs n^ b, e, .^.. m, n sSrnrnÜich Stammzaklen 
aein sollen. Alsdann wird darch 

3. € = iT» . *^' . ^' m^' .n""' 

Jeder mögliche Theiler e von z ansgedrflckt, wenn man der Reihe nach 

(ti = Of ly 2| 3) • . • . tt, 



4. 



/?. = 0, 1, 2, 3,.... /?, 
yi = 0, 1, 2, 3, y. 



^^ == 0, 1, 2, 3, /^, 

r» = 0, 1, 2, 3, V 

aetat. Denn # in (3.) drflckt alsdann alle möglichen Potensen der Stamm- 
saUen tf, 6, c, • • . . n von an bis a, ß, y, .... v nnd ihre Producte ans; 
und nur diesIM&d die keiner andern Zahlen gehen in z auf. 

E. Nun ist nach (§.81. 7.) die Anzahl der zu e (3.) Ikeilerfrem^ 
den Zahlen > nnd <: e: 

5. (pe = ar^''(a—l).bf^^'{b—i).4^^-\c—l)....m^^-'(m^l).n^^-'(n—l). 

Glebt man also hier den o,, /9|, p^^, jj^i^ r^ alle die Werthe (4.), so 

drflckt (5.) die Anzahl der su allen Theilem e von z theUerfremden Zahlen 
> und <C * Ätt». 

I^\ Dabei ist jedoch zu beobachten, dafs fOr den Werth Null von 

a,, /9|,yi, y, in (5.) fÄr Ä-'-*(a— 1), *^'-'(6— 1) etc. nicA^ 4r'(a— 1), 

6~'(6 — I) etc. gesetzt werden muls, sondern blofs 1. Denn wenn z. B. 
ai=:0 ist, so ist in (3.) o^* =11^= 1 und a ist dann in den hierauf sich 
beziehenden Theilem e von z (3.) yar nicht vorhanden, also auch nicht in 
q>e (5.), und es mufs folglich fQr «1 = in (5.) statt ir«"*(fl — l) blofs 1 
geschrieben werden. 

6. Nun bezeichne man die Werthe 
von «■«"^(ö— 1) für a4t=0,l,2, 3,.. .. a durch On, Oi,^,«,,. ... 11^, 
von 6'»*-*(6 — 1) für /3| = 0, 1,2,3,-... ß durch Ao»*i, Aji^a, .. .• ft^, 

von c^»*^ (e — 1) ftr ;^| s: 0, 1, 2, 3, « . . • y durch i?;,, C|, c^, Cj, . . . . Cy, 

6. ( 

von iii^*""*(m — 1) fflr fi|S=0) 1,2, 3,. -.••«• durch n^^mijm2^tnjj....m^^ 
von !••'*"•* (n—1) fflr 1^1 = 0, 1,2,3, ..•. n durch «u^Hi, ih,ih,..«. 11,. 

12» 
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Alsdann drückt ipe (5.) alle möglichen Prodacte von n,,, a^^ a^^ .... ^«9 
^0 9 ^1? ^2 9 • • •• ^ß ^' s- ^* ^^^9 unter der Bedingung, dafs jedes dieser Pro- 
dncte ein n 9 ein 6^ ein c, ... ., ein tn und ein it^ und nur eines enthalte. 

H. Die Gesammtheit oder die Summe aUer dieser Producte ist nach 
(§. 82«) 9 unter der gleichen Bedingung, 

= K + «1 4- Äj + «3 -^-a^) 

X (Äo + *i + *, + *3 . . . . + */?) 

X (<^o + ^1 + ^2 + ^3 + ^y) 



7. 



X (W.)+ »l + ^2 + '*3 . . • . + ^v)^ 

und dieses Product ist also die Summe aller der möglichen Werthe, welche 
fpe (5.) haben kann, mithin die Summe der Anzahl der zu allen möglichen 
Theilem e von z theilerfremden Zahlen ;> und <C ^^ folglich das Nemliche, 

was in (1.) durch 9?^i-f-y^2 + 9'^3 • • • • -f^^^« bezeichnet wurde. 

1. Setzt man nun in den Ausdruck (7.) die Werthe der a, der 6, 
der c U.S. w. aus (6.)^ mit der Berücksichtigung^ dafs nach (i^.) ii^=l, 
Ä„ = J , Cy = 1 , . . . . w„ = 1 , I»,) = 1 ist, so ergiebt sich 

= ci+(ö-i)+öHfl-i)+a^(fl-i)..-. + ö^-*(ö-i)} 

X (If (*-!)+ Ä^(*-l)f*U*-l)-.-. + *^'(*-l)) 

8. ( X (l+(c-t)+c^(c-l)+ c^(c-l).... + i:y-^(i:-l)) 

X Ci+(»»—i)+^*'>— 0+»»'(»»—i).-.. +»!/'""'(»»— 1)) 

XO-|-(ii-i) + n^(n-l) + ii'(»-l)....+ii-*(n-l)> 
A\ Es ist aber z. B. die erste Reihe rechts in (8.) 

l + (a — l) + fl(a— l)+a^(a — l)....+a«-'(a-l)+ii«^*(a — 1) 

= l4-Ä + a' + a\...+a«-' + a« 
— l - tf — n^ — a^ — fl"-* 



9. 



fl«. 



Auf dieselbe Weise ist die zweite Reihe rechts in (8.) = b^y die dritte = c^ 
u. s. w. Also giebt (8.) 

10. 9^1 + 9^2+9^3 ••• + 9^/, = a^'.b^.c^ m^,n^^ 

und vermöge (2.) 

11. 9«i+9«2+9^3 +9^/» = ^/ 

gemSfs (1.) im Lehrsatz. 
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Dritter Beweis. K. Man beracksichtige werst den einzigen Tlieiler 

12. £ = Ä^'.cy« m^'.»'^« 

Yon« in (3.)? ^ einen festen ^ bestimmten MV erüi der Exponenten /9o /i, ... 
. . . /^i , Vi : so ist die Anzahl der su demselben theilerfremden Zahlen >> 
nnd <^e nach (5.) 

13. <pe = *^'-\Ä— O-c^'-^Cc — 1) ... . «1^^-^»» — 1). «"'""*(» — 1). 
L. Nun erhalle dieser Theiler e noch den Factor n^ so ist nach (5.) 

14. 9(«a) = (fl— l).ÄA-«(Ä_i).cy»-'(c— 1) «i^»-^(m— l).»*''"*(n— 1) 

== (fl — l)y«. 
Bekommt der Theiler e statt a den Factor ä^, so ist nach (5.) 

15. y(€tf^) = fl(a— 1).*''»-*(6— I).cy»-'(i:— l)....»i^*-'(m—l). !!•'«-' (n—l) 

= fl(a — l)y€. 
Bekommt c den Factor a\ so ist nach (5.) 

16. 9(i?fl^) = a^(a— l).i^-*(Ä— l).cy«-"(c— l)....iii^'-*(m— l).n''«-*(n— 1) 

= a^(a — \)<pe. 
Setzt man so weiter dem Theiler e der Reihe nach die Factoren a^ a^j o^, .... n^ 
zu, immer ffir einen und denselben bestimmten Werth der Exponenten ßi^ 
yij <^if •»•• i^i9 ^19 so ergiebt sich aus (13. 14. ib. etc.) zusammen für die 
Summe der Anzahl der theilerfremden Zahlen zu allen denjenigen Theilem e 
von z (3.), welche särnmtlich den if/it^n bestimmten Factor b^\c^' . ..m^Mi''' 
und dabei der Reihe nach noch die Factoren af^, a^, a\ a\ .... a"* haben, 

[l-[-fl-l+fl(a-l)+fl'(a--l)-fa^(a--l)....+a«-^(fl-l)4-a«-'(a-l)]9)« 

— 1 — a — fl^ — a^ — fl* — a^-* 

a" . (p €. 
Ja* Für Jeden der Theiler 

18. € = i'^'-c^' m"Mi*^* 

von «r, für einen festen bestimmten Werth von (3^^ y^^ .... ^4, y» beträgt 
also , wenn man dem b der Reihe nach die Factoren a^, a\ a\ a!' hin- 
zufügt, die Summe der alsdann zu diesen verschiedenen Theilem von z Ihei- 
lerfremden Zahlen das a!' fache der Anzahl q)B der zu c selbst theilerfrem- 
den Zahlen. 

N. Dieses gilt nun gleichmSfsig von jedetn der Theiler a (12.), die 
man erhält , wenn man den /?| , y^^ .... /i^ , y^ immer andere, und alle die- 
jenigen Werthe (3.) beilegt, welche sie haben können. Immer ist für jedes 6 
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• 

die Zahl €p% dei' zu ihm theilerfremden Zahlen o* mal ao grofa^ so wie man 
dem B nach der Reihe nach alle die Factoren d^y a^, ä^, ä^, , . . . ä' znsetit. 
Also, da das Gleiche yon jedem $ und seinem 9»« gilt, ao gilt ea aoeh ynm 
der Summe der^«^ die durch S(pB beaeichnet werden mag^ 

O. Man erhält eher, wenn man allen den möglichen Werthen, die e (12.) 
haben kann, jW^m noch die Factoren ä^, n\ a\, a" zusetzt, alle mög- 
lichen Werthe^ Me e in (3.) habefk kann, also alle möglichen Theiler von z. 

Daraus folgt, dafs sich, wenn man Sfpe mit o^ multiplicirt, die Summe 
der Anzahl der zu allen möglichen Theilem von z theilerfremden Zahlen^ 
welche durch Sq>e zu bezeichnen ist, ergeben mufs. Und folglich ist 

19. S(pe == 4fS(pe. 

P. So wie nun, wenn man yon den e (3.) erst a ausschliefst, e 
dadurch auf e (18.) redudrend, Sipe=iafSq>e ist (19.) 5 so ist auch notln» 
wendig, wenn man von den e (12.) b aussdiliefirt und das dadurch reducirte 
e etwa durch «i bezeichnet, 

20. S(p€ *= bfSg>$ry 
und weiter, wenn man von den «i, c ausschliefst und «, statt «1 schreibt, ferner 
d von ^2, und «s statt €2 schreät u. s. w. 

S<pB2 = d^SipSf^ 



21. 



S(p€^2 = w"Äy«^^. 
Dieses glebt, (21.) in einander, dann in (20.) und dies zuletzt in (19.) substituirt, 

22. S(pe = a''.b'^.cr.d\...n^Sq>$^^^. 
Q. Nachdem a, b, c, d^ .... m ia e (ßO ausgeschlossen sind, bleibt 
aber fttr e^^^ blofs noch n*' übrig, und die Summe S(p$^_^ der S^pn"^, der 
Anzahl der zu den verschiedenen Theilern n^, n\ n\ n\ .... n"" von !••' thei- 
lerfremden Zahlen ist nacl( (5.) 

i+n-l+ii(n— l)-|-ii'(ii— l)-fii'(ii-l)....4.n'-^(«~l)4.ii^-i(n^.t) 

= nT: 
also ist schliefslich in (22.) 

24. Stpe t= efM.^.dK . . . «•^.ii% 

und dies giebt vermöge (2.) 

25. Sipe s= zf 



4. Bncyklopädie der Zahlmiheorie^ $.64. '95 

das hei&t: die Summe der Anzahl der zu allen möglichen Theilern e von z 
theilerfremden Zahlen ist =zj wie es der Lehrsatz behauptet. 

Anm. 1. R. Der zweite Beweis bedarf des Satzes (§• Sl.)) nut 
seinem Vorgftnger (§. 78.) und den Vorgftngem (§.74. 75. 76. und 77.) von 
diesem; auch aufserdem noch des Satzes (§. 82.). Der dritte Beweis be- 
darf zwar (§. 82.) nicht, aber eben so der flbrigen. Der erste Beweis da- 
gegen bedarf Uofs des Satzes (§. 83.) und dürfte daher der efnfoehste und 
am besten für die Elemente geeignet sein. 

Anm. 2. S. Nach (§. 68.) ist für jede Stammzahl p die Anzahl 
der Stammwurzeln fQr einen beliebigen Tbeiler J von p — 1, 1 und p — 1 
selbst eingeschlossen , der Anzahl der zu 9 theilerfremden Zahlen gleich ; zu 
jedem andern Tbeiler J gehören andere Slammwurzeln, und alle zusammen 
sind die sfimmtlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, .... p — 1, und jede nur einmal. 
Darin liegt also ebenfalls ein Beweis, dafs die Summe der Anzahl der zu 
allen verschiedenen Theilern von p — 1 theilerfremden Zahlen der Zahl p — 1 
selbst gleich ist. Aber dieser Beweis pafst nur auf Zahlen p — l, für welche 
p eine Stammzahl ist : die obigen Beweise gellen allgemein fQr jede belie'- 
hige Zahl z. 

( Die FortteCzung folgt. ) 
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.Theorema. 

(Auct. Gotih. Eisenstein, Siud. phil. Berol.) 



luveiiit Vir Clamsimas Gauss aequalitatem inter duas expressiones abslnisio- 
res hancce 

Non minug memorabüis videatur ejusdem seriei evolntio sequens 

1 4- a? -f a?»-|- «• + x'"-\- etc. = ^ 

1 — i 

vd haee x* 



1— 



1.1.1. 1 



X* — X 



i + r+Ä+ä+.:^+etc. = -l-^ i^^ 



1— a ^ "T»" 

s 7- 1 

1 x»--x* 



» TTz:;! 1- 



«»_liz£!__ i-etc 



2.» — 



»• 



1—2» 



2» 1— j 

1 — z* 



«* — 



s* — etc. ' 

quamm altera ad valores ipsias x, qui sint minores quam 1, altera ad valores 
ipnug z, qoi sint majores quam 1, restringl debet Leges haram formalanun 
sunt obviae. — Adjicere Uceat formolam generaliorem : 

(1— x) (1— px) (1— p«x) . . . . in inf. 1 

{i—y)(i'-py){i—p*y)....iniaf. ^. s—y 



1-P+ 



py—x 



1+;»+''*"^"'^ 



. , I p*y — px 

^^ ^1— f»»+etc. 
Quae formida valet coaditionibus: 

iV(f>)<:i, N{y)<C.\, sive etiam conditionibns bis: 

iV(|i)>l, N{x)<Nip). 



fMUJmrH49l^Jlaih/S€L: IIUH^eA^/. 



r:^ 




*/x^ 



a^^^/^^y^/?^^<%^^i^^^e %Z;^ 





/y^//^t.^>Ui>4 




-7^ 




> c 



inn^ ncn üir{ii^ 




^^^J^^^0in^' M^ 
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Beweis- des Satzes ^ dafs jede algebraische rationale 

ganze Function von einer Veränderlichen in Factoren 

vom ersten Grade aufgelöset werden kann. 

(Von Herro Profettor 9. Siaudi in Erlaogen.) 



1. Uieser BeweiB, dessen Hauptmomeiite aus der bekannten Ab- 
handlnng: „Demonstratio noya altera etc. Anctore Oanft, Göttingae 1816.'* 
entnommen sind, setzt nur die allerersten Sätze ans der Lehre Yon den ganzen 
Fonedonen voraus. Unter einer Function ist hier immer eine algebraische rationale 
Function zu verstehen, und die Ausdrücke A^^ A^^ A^^ .... A^ bezeichnen 
immer diejenigen symmetrischen ganzen Functionen von den Unbestimmten iii, 
#,, Äj, a,, welche die Gleichung 

(:r+ii|)(x+a,)(ar+a,). . . .(ar+ii J === x* -f-i*. X''-' +i^ 
zu einer identischen Gleichung machen. 

2. Das höchste Glied einer vollständig entwickelten und redudrten sym- 
metrischen Function von den Unbestimmten ai, o,, o,, .... a» kann immer 

auf die Form L a^ {a^ ihr ( ^i ^ ^i) • • • • (^i n^ Hj a„) gebracht werden , wo 

1^, i^, i,, .... it. nicht negative ganze Zahlen sind. 

Von zwei Gliedern der Function heifst ntmlich dasjenige das höhere, 
in weldiem die erste von den Unbestimmten «i, Ai, ^j, .... tf«,, welche nicht 
in beiden denselben Exponenten hat, zu einer höhern Potenz erhoben ist. Ist 
also Lih' ^ ^1 ••••'«* d» höchste Glied der Function, so kann keiner von den 
Exponenten /|, ^f hf • • • • '« gröfser als der vorhergehende sein, weil, wenn 
z. B. /|>>/3 wflre, das Glied Xa^o^^»*-* tf« der symmetrischen Function 
höher als das erstere smn würde. Setzt man nun /« — l^z=zi^j 1^ — 1^^=}^^ etc. 
/^, — /. = i.-.f ln = Kn so folgt der SaU. 

3. Jede symmetrische ganze Function ü von den Unbestimmten Hi,' 

4^, #,, .... «. kann auf die Form f{A^^ A^^ A^^ A^) gebracht werden, 

wo ^(«19«, a>9 ••••«!») «in^ guM Fmctton von den Unbestimmten a,, o,, 

E* Mi Lm^{atihf*(ßi^ftthf* (at«i«j....«.)'* ^m hAdwte Glied 

der Fnetfea 17, eo ist der Reet 17— £«ii^J^i^* — ^ entVreder idea- 

CMU.'^JMnMaf.A.II.M.XXn. IMIt. 18 
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tisch NqQ, oder eine symmetrische ganze Function, deren höchstes Glied 
^^^ (tf 1 ^2)^' ( ^1 tf 2 ^)^' • . . • (aiOs«, • . . . a^)^ niedriger ist als das höchste Glied 
von U. Bildet man im leUtern Falle den Rest U—LA\'ji^Ai'....J^'- 
M A^' A^* A^' .... il« *) so ist entweder derselbe identisch Null, oder sein höchstes 
Glied ist noch niedriger als das höchste Glied des vorigen Restes. Fährt man so fort, 
so mofs einmal ein Rest U—LA]:Ai'A^....J^--MA'!' A^'A^\...AT— etc. 
sich ergeben, welcher identisch NnD ist, so daft also, wenn 

gesetzt wird, IJ=^f{A^yA^^ Jj, .... A^) eine identische Gleidbnng ist 

Wenn in den Aosdrflcken L9 M etc. die Verlnderliche jp vorkommt, 
so da& V aach von ihr eine ganze Fanotion ist^ so ist offenbar aiioh 
A^i5 ^9 ^11 ••••O eine ganze Function von x^ und zwar von «demselben 
43rade wie ü. 

4. Wenn die ganze Function F(ji^^€it^ a^^ ....a^) von den Unbe- 
stimmten fff, 03, o„ . . . . o„ nicht identisch Null ist, so ist auch die symmetrische 
ganze Function jF(id|, ^ia 9 ^39 • • • • ^n) von den Unbestimmten ai, a,, he,, .... «„ 
nicht identisch Null. 

Da nAmlich die Function F^m^^ «ii^, aia,^,, •• • . miU^Oy . . . . ^i^) 

durdi die Substitutionen ai = a|, a^x=!^ a^i=:^ etc. in die Funefion 

«1 «, 

^iflx^ ^9 ^i^ "•'^n) übergeht, und diese nicht identisch Null ist, so ist auch 

die erstere nicht identisch Null. Bemerkt man nun noch, dals das höchste 

Glied der erstem auch in der Function J^C^i, ^, j1,, • . • • A^ als höchates 

Glied vorkommt, so folgt der Satz. 

5. Wenn 17 eine symmetrische ganze Function von den Unbestimmten 
^19 ^9 ^9 • * *• ^n Ist, so giebt es nur eine ganze Function von den Un- 
bestimmten tti, o,, 03, .... (x^, welche durch die Substitutionen a^^^Ag^ 
-lE^sil,, aj=^A2 etc in U flbergeht. 

Man nehme an, da& sowohl die Function /*(ai, «,, «3, ... a„), als auch 
die Function n^i^ ^^ ^^39 •••• ««.) die erwähnte Eigenschaft habe, so ist 
/^(^i, -ela, J3, .... An) — r(-4|, Ax^ A^^ .... J„), und folglich nach dem vo- 
rigen Satze auch /l[cti, lo^, «3, . . . . a„)—f^{ai^ »2, 03 . . . . a„) identisch Null. 

6. Wenn q>x eine ganze Function von den Unbestimmten x, a^, e^, 

03, Un ist, so giebt es fOr jedes positive r, welches nicht gröfser als n 

ist, eine andere ganze Function V^r(^) von denselben Unbestimmten, welche 
in Hinsicht auf x von einem niedrigeren Grade ela <px und flberdies so be*- 
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schaffen ist, dafii 

durch 7(— ^) flieh theilen IflfflL 
Men ietM 



80 sind nach einem behannten Satse %(^)^ V^aC^)) V^sC^) etc. ganze Functio- 
nen von Xf a^^ €fy Oy ^^'^ ^lod swar in Hinsicht anf x von einem niedrigem 
Grade ab 9)^. Wenn man nnn von den obigen Gleichungen die erste mit 
(^-f ^i)*9^*9^^*-* *9^r9 die zweite mit (^-f ^i)(^*f^)*SP^3*' *• ^r^ etc., 
die rte mit (ar-f ^OC^-f ^)(^~f ^) • • • • (^-f^) multiplicirt und alsdann addirt, 
so folgt der obige Satz. 

7. Wenn q> x das Product (x -j- fl|) (a? -}- «a) (a? -j- n,) . • . • (a? -f a,) bezeich- 
net, so giebt es eine andere ganze Function \^x von den Unbestimmten x^ 
Hl, 1I2, o,, . . . . a^, welche in Hinsicht anf die n letztern ebenfalls symmetrisch, 
in Hinsicht auf x aber von einem niedrigem Grade als ifx und überdies so 
beschaffen ist, dafs 

ipx.yf>{;^x)\tp{— x).%f>{x) = ifa^.ffü^.ifU'^ ya„ 

eine identisdie Gleichung ist. 

Nach dem vorigen Satze kann man nämlich eine ganze Function y/» {x) 
von den Unbestimmten x^ «1 , 02 9 ^3 9 • • • - ^n finden , sa dafs v^« {x) in Hinsicht 
anf 4r von einem niedrigem Grade als 9 oTj und 9>ar.^«(j?) — tp üx.ipOi.ipa^. ...^^a^ 
dnreh 9>( — x) theilbar ist. Bezeichnet man den Quotienten, welcher in Hin- 
sicht auf X offenbar ebenfalls von einem niedrigem Grade als tfx ist, durch 
— H^ip^)^ ^0 hat man die identische Gleidiung 

aus welcher, wenn — x statt x gesetzt uiid alsdann subtrahirt wird , die iden- 
tische Gleichung 

hervorgeht. Da aber, im Fall fflr x irgend eine der Unbestimmten «i, o,, 
Osi •••• Om gesetzt wird, ^i—x) Null, hingegen ^x nicht Null wird, so 
mnfs V^nCdP) — V^(— x) fflr Jeden der erwähnten Werthe von x Null werden, unil 

13* 
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also V^i,(x) mit v^(— x) identisch sein. Man hat demnach die identbche Gi el ihmg 

yar.V'C— •»)+9(— ^)-V'(*) = ya4.9)«,.y«,....<jpa,, 
Nimmt man nun an, dafa ^px ixL tp^x fibergehe , wem swei der Unbeatimniten 
tfi, 02 9 ^39 • • • • An 9 ^twa ai und o,, mit einander yertanscht ?rerden, ao ist auch 

q>x.yß'{—x)'\'^{—x)rf/x=^ Vag.g>€f.^a^ ^Un 

und also auch 

q>x.(}if{ — x)—^f/{ — ^)3+9( — x)(y/x — %f/x) = 
eine identische Gleichung; woraus man schlielsen darf^ dafi V^^^mit tpx identisch 
ist, und dafs also die Unbestimmten Hi , «2 9 ^ v • • a« i>^ V'^ symmetrisch vorkommen. 

8. Wenn das Product (ap-f-ai)(a?-|-«t)(«?+«j) •..• (^+Ai) wieder 

durch ^x und das Product (Sar-f-a^-f a2)(2i^-f ^i4'^)(^^4' ^"f ^) ^*^ ^^^ 
den ^it(ii— 1)' verschiedenen Factoren, deren jeder von swei Factoreii des 
erstem Products die Summe ist, durch f(x) beseichnet wird , so giebt es eine 
ganze Function y^{u,x) von den Unbestimmten if, x, a,, o,, a,, . • .. n^,^ 
wdche in Hinsicht auf die n letztem ebenfalls symmetrisch, In Hhisicht auf or 
aber von einem niedrigem Grade als ^jet und flberdies so besdialFen ist, dafs 

(p{u-\'X).tp(u,—x)'\'q>(u—x).yß{u,x) = ^".fu.fu.fpu 
eine identische Gleichung ist 

Es folgt dieser Satz unmittelbar aus dem vorigen, wenn man daselbst 
ai'\'U, ^2 4"^' ^-fv» 0^- statt iTi, o,, aj etc. setzt, und die Function, in, 
welche dadurch tpx fibergeht, durch tp(u,x) bezeichnet. Zu bemerken ist 
noch, dafs das erste Glied der Function fu, wen« dieselbe nach absteigenden 
Potenzen von. u entwickelt wird , = (2 ii)*"^*-*> ist 

9. Wenn q>x die ganze Function :r" -f «1 ^""^^ «a **"* + «jaf* . . . . -f «» 
von den Unbestimmten x, ai, o,,. o,, .... a„ bezeichnet, wo fi>*l vomns-> 
gesetzt wird, so giebt es eine andere ganze Function fx von denselben Vm^ 
bestimmten, deren höchstes Glied (*2x)^''^'^*^ ist, und eine ganze Function ^(u^x) 
von den Unbestimmten u, x, ai, «29 ^9 ••«• a^, welche in Hinsicht auf ar 
von einem niedrigem Grade als 90? ist, so dafs 

q>(U'\'X).%p(u,—x)'\-q>{n — x).tp{u,x) = 2''fu.fu.q>u 
eine identische Gleichung ist. 

Da nftmlich diese Gleichung eine identische ist, wenn 9, /", \p die vori- 
gen Functionen (8.) bedeuten, so mulb sie nach 4. auch eine identische Oieichung 
sein, wenn y>, /> V^ diejenigen ganzen Functionen sind, welche durch die 
Substitutionen ai^^aczAi^ a^z^A^y t^^ssA^ etc. in die vorigen fibergdien. 
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Durah diese Snbstitatioiieii wird aber (4) von keiner der Fimctioiien der 
Grad in Hinrichl anf x ein anderer. 

^ 10. Wenn X, Y, Z drei ganie Functionen von x sind, nnd das 
Prodact XT' mis den beiden erstem durch die dritte theilbar, die zweite Hher 
dafdi die dritte nicht tlieillMr ist, so mflssen die erste und dritte einen ge- 
wrinsdiafUichen Theiler haben. 

Es sei T der höchste gemeinschaftliche Theiler von JTF und Z Y, so 
dajb also T durch jeden andern gemeinsehaftlichen Theiler dieser beiden Func- 
tionen und namentlich durch Y und Z theilbar ist. Da nun Y durch Z nicht 

theilbar, hingegen -y * ^ durch Z theÜbar ist, so kann -^ keine von x ui- 
abhflngige Constante sein, und mithin haben —^r^-v und -a-.-^ oder, was 

Dasselbe ist, X und Z einen gemeinschaftlichen nefler -^. 

Aus der Art und Weise, wie der höchste gemdnschaftliche Theiler von 
xwei ganzen Functionen gefiinden wird, geht hervor, dafs die imaginäre Einheit i, 
wenn sie in kdner von den beiden Functionen vorkommt, audi in ihrem höchsten 
gemeinsdiaftKchen Theiler nicht vorkomme, vorausgesetst, dafii nicht alle Glieder 
desselben mit einer und derselben imaginären Constante multqplicirt werden. 

11» Zu einer jeden ganzen Fnnction (px von x, deren Gnd durch die 
Zahl fi>^l ausgedrflckt wird, liCrt sich eine ganze Function fm von u finden, 
welche vom Grade \n{n — 1) und so beschaffen ist, dafs flir jeden Werlh 
von ff, fOr welchen fu Null wird, die Functionen q>iU'\'X) und €p{u—x) 
einen gemeinschaftlichen Theiler haben. 

Wenn nflmlich in 9. statt der Unbestimmten aj, o,, a, etc. bestimmte 
Gröfiien Ai , Ar, , k^ etc. gesetzt werden, und nun die Function fu flkt u=^k 
Null wird, soiatqf(k'\-x).tp{kf —x) durch ip (k — x) theilbar. Da aber tp(h,—x) 
von einem niedrigern Grade als ^{x) und also durch q>{k — x) nicht theilbar 
ist, so mflssen nach dem vorigen Satze q>{k'\-x) und q>{k — x) einen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. 

Bezeichnet man den höchsten gemeinschaftlichen Theiler dieser beiden 
Functionen durch &{x)^ so mufs, weil auch i^( — x) ein gemeinschaftlicher 
Theiler derselben ist, S-ix) dnrch &(—x) theilbar und also &(x) entweder 
von der Form xF{x^) oder von der Form FXx ) sein, wo F{x) eine ganze 
Function von x bezeichnet 

12. Die Zahl, welche den Grad einer Gleichung oder einer ganzen 
Function ausdrflckt, kann immer auf die Form <2/r-j-l)*2^ gebracht werden, 
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wo p9 f nidit negative gaue Zahlen aind. Wenn nnn r eine beaUmmte poaitiTe 
ganze Zahl bedeutet^ und jede Gleichung, in welcher f klmier ab r iat, ridi 
anflMM Ifilirt, so kann auch, weil flberdiea jede qnadratiache Glddinng anf- 
lösbar ist. Jede Gleidinng 9 ^r = 0, in welcher f = r igt, an^Aaet werdett^ 
Wenn nändich im Vorigen n durch S**, aber nicht durch Y'^^ theilbar 
ist, so ist \n{n—i) durch Y nicht theilbar und also der Annahme gfmih 
eine Auflösung der Gleichung fu^=0 mAgficL Es sei k dne Wund diesw 
Gleichung und &(x) der höchste gemeinschaftüdie Theiler von ^(A-f o^) und 
q^k^x). Hat nim &(x) die Form wF{x^)^ so ist A eine Wursel der Glei- 
chung fpx=iO. Ist aber &(x) von der Form F(^) und 9 in F(x) kidner 
ds r, so darf man nur zuerst eine Wund e der Gleichung JF(x)s=0 und 
alsdann eine Wund ^i der Gleichung ^ = c suchen, um eine Wurzel A-^d 
der Gleidiung q>x = au erhdten. Wenn endlich &(x) die Form F(x^) 
hat, aber 9 in Fx nicht kidner und also in &(x) gröber als r ist, so nehme 

man statt der Gleichung q>xs=iO die einfachere Gldchung "^^tj^ <== 0, in wd- 
cher hl diesem Falle f ebenfalls gleidi r ist Indem man so, das angegebene 
Verfshren wiederholend, fortfAhrt, mub man dnmd auf eine Wund dw Gldchung 
(fx=^0 kommen. Zu bemeiken ist noch, dafii, wenn q>x dne redle Function 
ist, Dasselbe auch von fu, und, wenn flberdies A reell ist, audi von &x gilt. 

13. Setst man im Vorigen f&r r nach und nach die Werthe 1, 2, 3, etc., 
so folgt, dafii jede Gleichung von der Form 

X^X,i = 0, 
wo X, Xi reelle ganze Functionen von x sind, von wdchen Jedoch die eine 
auch auf dne Constante oder auf Null dch redudren kann, auflösbar sei, wenn 
jede solche Gldchuug von unpaarem Grade sich auflösen lAfst. Da nun die 
Gleidiung f{x) = oder fu = U, wenn ihre linke Seite eine redle Function 
von unpaarem Grade ist, bekanntlich wenigstens dne reelle Auflösung zdAftt, 
und ddier audi die Gleichung ^x = (), wenn ihro Unke Seite dne reelle 
Function von unpaarmd paarem Grade ist, aufgdösd werden kann, so lassen 
dch auch, wenn JT-f J^i von unpaarem GnTde ist, ein Paar Wundn a±H 
der Gldchung X?'\-Xi=0 finden, von weldien wenigstens die eine dem 
Factor X-\-Xii angehören mufs, weil, wenn für x==:a-f-6jy X—Xxi Null 
wird, alsdann durch die Substitution jr = a — it der Gleichung JT-f Jr|i=0 
Genüge geschieht. Der im Anfange dieser Abhandlung ausgesproche Sati ist 
hiedurch bewiesen. 
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Encyklopadlscbe luid elementare Darstellim^ der 

Theorie der Zahlen. 

(Vom Herausgeber dieses Jouriisls.) 

(Fortoetxuis der Ahhandliuig No. 2. Im Itea, No. 10. im 2ten, No. M. im Sien Helle 27ten, 
Ms. 18. I» Stea Hefte S8«en nnd No. 4. im Iten Hefte dieeet Bandes.) 



f. 85. 

Lehrsatz. 

I. Wenn in der OUkkmng 

1. «.v = ®«-|-w 

Q, V und w gan%€ SUUen, und zwm davon, gImekßM wdchß, zu der gon^ 
zen Zahl z theiler fremd eind, eo i^ ee uuch die dritte, ee fnägen 
jene zwei ungleich^ oder gMck, und zu einander tkeilerfretnd eein, 
oder nicht 

II. Wenn in der Oleiekung (1.) eine der drei TBioUen u, y und w, 
fflekkviel welche^ alle zu z theilerfremden Zahlen >0 und <iz 
dureUäuß (die, wie ^weiter t^en. durch z. bezeichnet werden mögen und 
ihre Anzahl durch q>%^ oder auch, kürzer, blofe durch 9), während eine 
zweite der drei Zahlen, gleichviel welche, etete deneelhen Werlh 
hehäU, so durchlOuß die dritte ehenfalle alle zu z theilerfremden 
Zahlen %^>0 und %^<Cz^^ obwohl in verschiedener Ordnung. 

Beispiel. Es sei 

3. « = 15. 

Alsdann sind die zu z theUerfiremden Zaliien >>0 nnd <:z folgende: 

3. «, » 1, 2, 4« 7, S, M, 13 and 14. 

Zu l. Es sei s. B. in (1.) « = 7, e = ll, so giebt (1.) 
7.11ss:d.*-}~-^i "^ tr = 2; welches ebenfalls eines der «^ isL Es sei 
«s4, to = 13, so ist 4.7 = 1.15 -f- 13, also 9=^7; wiederam eines der « . 
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Es sei = 11, tf^ = 4, so ist 14.11 = 10.154-4, also if=:l4; ebenftdls 
eines der z^. 

Zu IL o. Läfst man u oder r denselben Werth, s. B. 4, bebalten, 
während v oder u aUe «^ dorchlänft, welche beiden FtUe offenbar nur einer 
sind^ da die Faetoren sr und r vwtanscht werden könseii, so Sndel sich 

4. 1 == ®«-f. 4, «bo to = 4, 



4. 



4. 2 = 


= ®«-f 8, - - - 8, i 




4. 4 = 


= <»«+ 1, - - - 1,1 




4. 7 = 


= ®r+13, - - « 13, \ 


Also dnrddiQft w ebeiiMb 


4. 8 = 


= ®«+ 2, - - - 2, / 


alle «y. 


4.11 = 


= ®«r+14, - - - 14, l 




4.13 = 


= ®«-f 7, - - - 7, ^ 




4.14 = 


= ®«-|-ll, - - - 11. i 





k. L&fst man w denselben Yferih^ z/B. 4 oder 11, behalten nnd da- 
gegfen v oder tf alle z^ durchlaufen, welche beide Fille Yiieder nur einer sind, 
indem die unyerindert bleibende Zahl ebensowohl dorch v als durch r lie- 
seichnet werden kann, so findet sich 

1. 4=®«-f4 

2. 2 = ®«-f4 
4. i^^z^* 

, 7. 7=«®«-f4, . M i, y '^ ^_^^-^,, , ^ 

11.14c=<Sk-f4 

13.13^®«4-4 
14.11 «=««+4 

Also durchlauft, wie man sieht, r für ein unverändertes w alle ar^, wenn e& 
mit u geschieht. 

c. Lafst man u oder r denselben Werth, z. B. 8 , behaltm, wAhrend 
w alle z^ durchlauft, wddie beiden Falle wiederum nur einer sind, indem 
die unrerandert Ueibende Zahl ebensowohl durdi « als durch r bezeichnet 
werdM kann 4 so findet sich 



1.11 = 


= (»«+11 


2.13 = 


= ®«-[-ll 


4.14 = 

• 


= ®«-j-ll 


7. 8 = 


= Ötr+ll 


8. 7 = 


= (»«-1-11 


11. 1 = 


= ®tr4-ll 


13. 2 = 


=®«-i-ii 


14. 4 = 


=®«-f-ii 
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7. 



8. 2 = 


= ®«+ 1, 


8. 4 = 


= ®»4- 2, 


8. 8 = 


= ®*+ 4, 


8.14 = 


= ®*+ 7, 


8. 1 = 


= ©«-}- 8, 


8. 7 = 


= ®z^U, 


8.11 = 


= ®»+13» 


8.13 = 


= ®»-fl4. 



Wahrend also w alle «, durchlAuft und u denselben Werth behfilt , durcblSoft 
anch V afle z^. 

Beweis von I. Erstlich A. Wtre^ wenn zuerst u und v ixi z 
thmterfiremd sind, w nicht zu 2; theilerfremd , sondern hatte mit z irgend 
einen Stammtheiler i>l gemein, so mflfste d nach (§. 18.), da es in ®ar 
und w aufgehen soU, auch in tf.r aufgehen; also entweder in tc, oder in 0/ 
denn die Stammzahl d ist untheilbar. Aber weder tf noch 9 hat nach der 
Voraussetzung irgend einen Stammtheiler >>1 mit ^r gemein: also geht ^ 
nickt in tt.r auf; und folglich kann w mit z keinen iStammtheiler d> i ge- 
man haben und ist demnach zu z nothwendig theilerfremd. 

Sitweitens B. Ware, wenn zweitens u und w %\x z theHerfretnd sind^ 
r mckt zu z theilerfremd , sondern hatte mit z irgend einen Stammtheiler 
d>\ gemein, so mflfste <^^ da es in ti.o und (&z aufgehen soll, nach 
($• 18.) auch in w aufgehen, und w und z wfiren also nicht zu einander 
theilerfiremd ; gegen die Voraussetzung. Abo können v und z keinen Theiler 
^>^ gemein haben und sind folglich nothwendig zu einander theilerfremd. 

Drittens C. Ganz wie in (A) verhalt es sich aus denselben Grunde, 
drittens, mit u und z, wenn r und w m z theilerfremd sind. 

Beweis von IL Erstlich D. a. Es behalte u stets denselben 
Werth, wahrend v alle z^ durchlauft : so entstehen 9 z, ofler kflrzer, 9 Werthe 
voiT w, und alle diese Werthe sind nach (L) zu ;» theilerfremd. 

b. Waren nun zwei Werthe von w, z« B. Wg und tr,, für zwei mt- 
sehiedene Werthe Vi und r, von v einander yleieh, so mflfste 

8. uvg s= &Z'\'Wi und tfr« <= ^ar-f-uF,, 
nnd wegen irisstr^, 

9. t«(P| — ra) = ®» 
sein, also if(f| — r-i) mit z amfyekmi. Aber n hat nach der Voraussetzung 

« 

keinen Theiler mit z gemein: also mflftte z in Vi — r, allein aufgehen. Dies 

GraUa*f Jomnl 1 d. M. Bd. XXIX. B«fti. 14 
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ist nicht möglich, da Vi und v^ beide <Cz sind und also v^ — v^ um so mehr 
<C2r ist. Folglich geht z in u(Vi — v^) nicht auf, und folglich können nicht 
zwei Werthe von w einander gleich sein. 

c. Nun sind ihrer (pz oder (p, und alle sind zu z fheilerfremd (a.)* 
Also durchläuft w nothwendig alle zu z theilerfremden Zahlen z^Z>0 und <C z. 

Zweiten:^ E. Der Fall, wenn v stets denselben Werth behalt, wAh«- 
rend u alle z^ durchläuft, ist nur der vorige, indem der unverändert blei- 
bende Werth ebensowohl durch v als durch u bezeichnet werden kann. 

Drittens F. Es behalte w stets denselben Werth, während u alle 
Zg, durchläuft. 

n. Zuerst folgt aus (jD.) , dafs es, welchen Werth auch w mag haben 
sollen, zu Jedem u nothwendig ein v giebt^ welches die Gleichung (1.) erffillt. 
Denn wenn u irgend einen der Werthe z^ hat, und v durchläuft alle z^^ 
so durchläuft nach (/>•) auch w alle j2^^, und folglich werden venu; für jedes 
beliebige u durch die verschiedenen Werthe von v alle z^ berührt, folglich 
auch derjenige bleibende Werth von tOy welchen man ihm zugetheilt hat, 
durch irgend ein v fär ein bestimmtes u. Mithin giebt es fflr jedes u noth- 
wendig irgend ein Vy für welches w den bestimmten bleibenden Werth bekommt 

6. Durchliefe nun v für ein- und dasselbe w nicht alle z^^ während 

u alle diese Werthe annimmt, so müfsten zwei verschiedene u, z. B. Ug und ti,, 

mit demselben v dasselbe w geben, also müfste 

10. Ui.v = &Z'\'W und u^.v = Q)z-\-w 

und folglich 

11. (tii — U2)v = ®z 

sein, und mithin (fix — ti,)!? mit z aufgehen. Dieses ist aus ganz gleichen 
Gründen wie in (JD. 6.) nicht möglich. Also kann mit zwei verschiedenen 
u nicht dasselbe v dasselbe w geben, und folglich mufs, wenn w stets den- 
selben Werth behält, während u alle z^ durchläuft, auch nothwendig v alle z^ 
durchlaufen. 

Viertens G. Der Fall, wenn w stets denselben Werth behält, wäh- 
rend V alle z^ durchläuft, ist nur der vorige, indem diejenige Zahl, welche 
alle z^ durchlaufen soll, worauf dann, wie sich fand, die andere alle z^ durch- 
laufen mufs, ebensowohl diurch v als durch u bezeichnet werden kann. 

Fünftens U. Es behalte u stets denselben Werth, während w alle z^ 
durchläuft. 



7, Eneykhpädie der Zahlenihewie. $.86. Foniu l.a.2. 107 

a. Zuerst fol^ aus (O.) , dafs es , welchen Werth auch u mag haben 
sollen, zu jedem w nothwendig ein r giebl, welches die Gleichung (1.) er- 
füllt Denn wenn u einen bestimmten Werth hat, und v durchlauft aUe f^^^ 
so durchläuft w nach (/>.) ebenfalls alle z^ . Also Jeder Werth, den w soll 
haben können, wird für jeden bestimmten Werth von u durch irgend ein v 
berflhrt. Mithin giebt es fflr jeden bestimm/en und bleibenden Werth von u, 
und für Jeden Werth, den w bekommen kann, ein zugehöriges v. 

b. Durchliefe nun v ffir ein- und dasselbe u nicht alle z^^ wAhrend 
w alie z^ durchläuft, so mOfste r fQr zwei verschiedene Werthe von w^ z. B. 
Wx und 11^2, und fflr dasselbe u, denselben Werüi haben können, ajso müfste 

12. UV = ®«-j-*^i ^^^ ^^ = ®af4-«^a^ 
folglich 

13. = &z-\-Wi — W2 oder w^ — W2 == &z 

sein und mithin Wi — tr, mit z aufgehen. Dieses ist nicht möglich, da t^i 

und w^ beide <C z sind und also tri — w^ um so mehr <C z ist. Also kann v 

für zwei verschiedene w und ein- und dasselbe u nicht gleiche Werthe haben. 

Und fol^ch mufs v, wenn w für einen und denselben Werth von u alle z^ 

durchläuft, ebenfalls alle z^ durchlaufen. 

Sechstens L Der Fall, wenn v denselben MV eHh behält, während w 

alle z^ durchläuft, ist wieder nur der vorige, indem diejenige Zahl, welche 

denselben Werth behalten soll, während w alle z^ durchläuft, wobei dann, 

.vie sich findet, die andere alle z^ durchlaufen mufs, ebensowohl durch v als 

durch II bezeichnet werden kann. 

§. 86. 

Lehrsatz. 

Wenn in 

1. a^b'^cy n'' = ®z+r, 

wo a, ß, y, .... V beliebige ganze positive Zahlen bezeichnen, a, b, 

c, .... n sämmtüch einzeln zu z theilerfremd sind, so ist es auch r; 

gleichviel 06 a, b, c, . • . • n unter sich thdler fremd sind, oder nicht 

Beispiel. Es sei « = 4, 6 = 6, c = 15, « = 5, /? = 3, y=2, 

z = 9ly so ist 

2. a«*^cy = 4*.6M5^= 256.216.225 = 12441600 = 13671. « + 39 

und r = 39 hat mit z=z91 keinen TheUer >> i gemein. 

Beweis. Hätte r mit « irgend einen Theiler (^>> 1 gemein, so mflfste 

derselbe nach (§. 18.) in irgend einen der Factoren a, a, a, . . . . h,b, .... 

14 # 
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€,€,.... von z, oder in mehrere von ihnen ao^hen, and dso hflitra dann 
diese Factoren mit z den Theiler ^>l gemein nnd wftren also m z nidkt 
theilerfremd« Dieses ist der Yoranssetznng entgegw, nnd folgttch kann r m z 
nnr theilerfremd sein. 

$. 87. 
Lehrsatz. 
Für Jede, zu einer beliebigen Zahl s theilerfremde XaU 
u = ^ ist, wenn man die Anzahl derjenigen dieser ZaUen. s,, welche 
<i % eindf wie oben durch ^% oder auch kürzer durch tp bezeichnei, 

1. n^ oder n^ = ®a-}-l. 
Die Zahl n kann nach Belieben kleiner, oder gröfeer als s, und sowohl 
poeitiv als negativ sein. 

Dieser Salz ist eine Verallgemeinerung des Fermatsehen hekr^ 
Satzes C§-40.) und kann deshalb „Verallgemeinerter Fermatecher 
Lehreatz^^ hmfsen. 

Beispiel Es sei 

2. z= 15, 
80 hat u = z^ folgende fpz oder 9 = 8 Werthe: 

3. n = «^ = 1, 2, 4^ 7, 8, 11, 13 nnd 14 
Dieselben geben, der Reihe nach in (1.), statt tf gesetst, 

!• = (Sar-fl, 

2» = 256 = ®a?+l, 

^ ^ T= 49* = (®«-f.4)* = ®«+256 == ®«H, 
8*= 4'*= (®ip-fl)' = ®ir4.1, 
11* = 121* = (®«+l)* = ®i? + l, 
13» = (®ar — 2)» = (®i^+2)* = ®«+l, 
14* = (®af — 1)» = ®«4-l. 
AUe z^ also geben, auf die 9^2: = 9» = 8te Potms erhoben, ®«-f 1. 

Aach für jedes u > 15, wdches zn 15 theilerfremd ist, ist f^= ®«-f f. 
Z. B. ff = 52 giebt 

5. 52» = (®«r-f 7f = ®«r+7« = ®z^\ (4). 
Desgldehen ist z. B. für das negative ti= —34, 
6. (-34y = (-3.«-f-ll/=(®«4-liy=®«4-ltB=®«4.1 (4.> 
Beweis. A. Es sei it irgend ein bestimmtes z^ nnd 

7. UV = ®«:-|-i^. 
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Lalirt man in dieser CSeidinng v atle die Werthe ron »^ dnreUrafen, io 
dorchlAafk nach ($. 85. IL) anch w alU z^; obwohl in veneUedener Ordnung. 

B. Beseidinet man also der Reihe nadk die ^z Werthe, wddie. r 
hdkommen kann^ durch Vi^ 9^^ v^^ . . . ^ p^y und die in (7.) zufehOrifem 
Wwihe von w durch Wi^ 1039 Wj^ .... t^^, so erpebt sich 

uri = &z-\'Wgj 

UV2 = ^Z-^-W^f 
«03 = ®Z^Ws, 



C. Multiplidrt man lÜe siamtlichen Gleichungen (8.) , q>z an der Zahl, 
in einander so whAli man 

Aber die w haben zusammengenommen dieselben Werthe wie die 0> nur in 
verschiedener Aufeinanderfolge; denn sowohl die tr als die r sind die eOmmt^ 
Sehen z^: also ist das Fradud 

10. Vi 1^2 Tj .... r^ = tp| 1^2 §9} . • • . w^ , 
und folglich in (9.) 

11. U^.PgVfPi ... *p^ s=ss ©«-j-rir^Vj. .. . v^, 5 
und hieraus folgt 

12. üj rj r, . . . . r^ (fgi^« _1) = Qz: 
middn muls Oi r, 9, • • . . r^«(tf^— 1) mit e aufgehen. 

D. Ahm keiner der Factoren v hat mit ar irgend einen Stammthdler 
^^1 gemein, denn alle dnd su z theHerfremd: also geht audi das Product 
PgP^Vi • • • • Pf» mit ^ nicht auf, und ftriglich auch nicht mit z, noch mit irgend 
einem Factor von z. IGthin mub t^ — 1 allein mit z aufgehen und folglich 

18. «^—1 = @z oder n^ = ®«r+l 
sein; wie es der Lehrsats in (1.) behauptet« 

JE. Ist u ffröfeer als z, also 

14. ü s= ®«+ti4, 
wo nun Ug<iz, so ist nothwendig, wenn u za z theilerf>emd ist, auch Ug 
SU z thmler fremd. Denn bitte «1 und z einen Theiler dz>\ gemein, so 
mflfste derselbe nadi (§. 16.) in u ansehen und u und z wiren dann nicht 
thdlerfiremd; gegen die Voraussetsung. Also ist «1 in (14.) nothwendig 
irgend einse der z^ <Cz. 
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Nun giebt (14.) 

15. «»* = (©«+!»»)'* = ©«+«r. 

Aber fOr jedes «i es «^ <; e ist nach (1.) «,*" =&Z'\-i. Also ist auch in (15.) 

16. u»« = 0«-j-e«+l = ©«-1-1; 
das heifst: auch fOr potntive u, welche I>« ond zn z theilerfremd sind, gilt 
der Lehrsatz. 

F. Ist tt negativ und sein zeiohenfreier Werth <C.z oder >z, aber 
ZU z t/ieiler/remd , so Ififst sich & immer so annehmen^ dafs 

17. u = ©«-ffi. 
ist, wo Hl <C ^ und >> und also eines der z^ ist, und es folgt dann , eben 
wie in (E.')^ dafs der Lehrsatz auch fbr diese u gilt. 

§. 88. 

Zweiter Beweis des JP^erma/schen Lehrsatzes ($.40.)« 

Jl Wenn in ($• 87.) z eine SiammzaU /f ist, so sind alle die Zahlen 

1, 2, 3, 4, ...• p—l m z = p tkeUerfreinäp und folglich kann in (S«87.) 

u alle die Werthe 

1. ti = 1, 2, 3, 4, .... p— 1 

haben. Die Anzahl q> z oder q> dieser Werthe von tf isl p—1: also giebt 

CS. 87. 1.) in dem Falle z^=p: 

2. tiP-* = ®;^4-l; 

dem Satze ($. 40.) gemfifs. 

AnmerL B. Der verallgemeinerte FermatBche Satz (§. 87.) bedarf 

nur des einfachen Satzes (§• 85.), sogar nur des einen FaDes desselben, 

wenn u denselben Werth behalt und r alle z^ durchläuft Also könnte 

man in den Elementen auch recht gut den jP^^nnalschen Satz sogleich in seiner 

verallgemeinerten Form (§. 87.) aufstellen und den eigentlich sogenannten Fer^ 

fünfechen Satz, fOr den Fall, wenn z eine Stammzahl jr ist, auf die Weise 

wie in dem gegenwärtigen Paragraph, als einen einzelnen besondem Fall 

daraus ableiten. 

$. 89. 

Erklärung. 

A. Wir haben in (§. 45.) , wenn in der Gleichung 

1. u" = &p^r 

p eine StauanzalU ist, die Reste r zu. einem beliebigen u Quadratreste zu p 

genannt, und diejenigen Zahlen >>() und <ip9 welche zu keinem u gehören, 

Nichtquadratreste zu p. 
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In (§.46.) haben wir für die Gleichung 

2. UV = (3z^tn 

die Zahlenpaare u und v^ welche für dasselbe z gleiche w geben , zusammen^' 
gehörige Zahlen für w zu z genannt. 

Es mag Jetzt die Bedeutung dieser Benennungen auf folgende Art er* 
wettert werden. 

B. a. Es soll allgemein, aber immer für Zahlen u und r, die zu 
einer beliebigen Zahl z theilerfremd und <C ^ sind, jedes Zahlenpaar u und v 
in der Gleichung (2.), auch dann, wenn nicht mehrere Paare dasselbe w 
geben, zusammengehörige Zahlen für w zu z heifsen. 

b. Sind u und v einander gleich, so dafs in (2.) 

3. u^ = &Z'{-w 

ist, so soll w Quadratrest zu z heifsen; auch wenn z nicht eine Stamm- 
zahl ist. 

c. Sind u und v nicht einander gleich, so soll in (2.) w Nichtquadrat^ 
rest zu z heifsen. 

d. Das Product uv soll, je nachdem u und v gleich, oder ungleich 
sind, Quadrat oder Nichtquadrat fltr z zu w heifsen. 

e. Die Zahlen u und v selbst sollen, wenn sie einander gleich sind, 
wie in (3.), Quadratwurzeln zu w fQr z heifsen und, sind sie ungleich, wie 
in (2.), Factoren zu w für z. 

§. 90. 
Lehrsatz. 
L Die Anzahl defyenigen Paare zu einer beliebigen Zahl z thei^ 
lerfremden ungleichen Zahlen u und v <Cz, welche in der Gleichung 

1. UV = ®z-|-w 

den nemlichen Werthe von w geben, also, nach (§. 89.) ausgedrückt, die 
Anzahl der Nichtquadrate zu gleichem w für z, ist immer gerade. 

IL Jedes der Nichtquadrate zu gleichen w für z in (1.) 
kommt fUr a II e die Werthe z^ <C z ? welche u und y darin haben können, 
zweimal vor; und schon in der Hälfte dieser Nichtquadrate komtnen 
alle Werthe vor, welche u und v in den Nichtquadraten haben können, 
und jeder nur einmal. 

IL Die Anzahl der Quadrate für z zu gleichen w, a/^o 

z. B. der x in 

2. X* = ®z-f w 
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für Ml- und doBsMe w, ist etenfalb «mmer gerade} den FM s = 2 
allein amsgenommen. 

Vf. 2m jeder Quadratwurzel Xi «ti w fear % gekürt eme 
zweite Z2 = s— Xi, welche mit x muUiplicirt den Rest — w zu % gieiL 
Aho wenn z. B. 

3. xl = ®x-|-w ^^ '^ = ®« + w 
ietf so iet 

4. XiXi = @x — w. 

V. IMtf Quadrate und die Nichtquadrate zu einem und dem* 

selben w haben immer verschiedene Factoren. Das hmfst^ wenn z.B. 

5. x^ = ©x-fw, 

und zugleich für das nemliche w, 

6. UV «= @£-f w 

istf so kann kein u oder v mimi der x glmch sein. 

VL a. Die Anzahl der Quadratreste, oder die Anzahl der mt- 
scUedenen w m (2.) /tdr a/l0 die zu z theilerfremden Zahlen >^0 <CX9 
ist für kein % gröfser als die Bdlfte der Zahl der sdmmtlichen 
zu z theilerfremden Zahlen >> und <Z %• 

b. Die Anzahl der Nichtquadratreste, oder die Anzahl der 

verschiedenen w m (1.), für alle die ungleichen Paare zu % theiler^ 

flremden Zahlen >0 <iz^ ist für kein z kleiner als tRe Hdlfte der 

Zahl der sdmmtlichen zu z theilerfremden Zahlen > und <Z *• 

Beispiel. Es sei 

7. « = 15. 

Die SU z Aeilerfremden Zahlen sind 

8. 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 ond 14; 

nnd alle diese Werthe können in (i.^ u^ v und w haben. 

Es sei z. B. 



so ist 



9. tr s= 4 ond tD = U, 

l.ll = ©«4-11, .1.4 = ®«+4, 

2.13 = (Bz+n, 1 2. 2 = ®«+4, 

4.14 s= ®;e+ll9 1 4. 1 = ®«-f 4, 
7. 8 =. ®«-f 11, ] 7. 7 = ®«+4, 

*''• ^ 8. 7 = ©«4-11» "• \ 8. 8 = ®«+4, 

11, 1 r= ©«4-11» J 11.14 = ®«+4f 

13. 2 = ©«+11, f 13.13 = ©«4-*» 

14. 4 «» ©«+llf ^14.11 « ©«4-4. 



< 
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ZoA I. Die AntM dar NiMquadrats oder Prodncte rnnglmehsr 
J^adbren links in (10.) ist 8, in (11.) 4; beides geradef gemifs (L). 

r 

Zu II. Jeies iNiokiguairat kommt in (10. und 11.) zweimal vor, 
und die Hfllfte der ZaU der Nichtqnadrate 1.11, 3.13, 4.14, 7.8 in (lO.) 
enthalt schon «Jfe Werthe, welche u und v in (1.) haben können; gemfifs (It.). 

Zu III. Die AnzaAl der Quadrate oder der Prodncte gleicher Facto- 
ren links in (10) ist und in (11.) 4; beides gerade; gemfifs (HL). 

Zu IV. In (10.) ist z. B. 2^ = ® 2+4 und 13'= ©2+4, und 2. 13 
Ist =26 = ®:r — 4. Eben so ist ^ = ©« + 4 und8'=©Ä+4, und 7,8 
ist = 56 =©« — 4; gemfifs (fv.). 

Zu y. Keiner der Factoren 1, 4, 11 und 14 der Nichtquadrate in (11.) 
ist eine Quadratwurzel für z m w. Diese sind 2, 7, 8 und 1 3 ; gemfifs (V.). 

Beweis von I. A. Wenn man in (1.) u alle z^ durchlaufen Ififst, 
wfihrend tv denselben Werth behält, so durchlauft auch v nach (§. 85. II.) 
alle z^ . Ist also «i irgend ein bestimmter Werth von u, und r^ der zugehö- 
rige, Yon Hl. verschiedene Werth von v, so dafs auch 

12. tliTi = ©c+tr 

ist, so mufs Uf indem es alle z^ durchläuft, aufser diesem Werth Ui auch 
nothwendig den Werth Vi berühren. Zu diesem Werth v^ von u ist dann auch 
umgekehrt der «ti^^ärt^« Werth von v offenbar tf^, indem gemfifs (12.) auch 

13. rit/4 = &z-\'tD 

sein soll. Aber auch keinen andern Werth mehr kann weder Vi in (12.), 
noch «1 in (13.) haben. Denn wfire z. B. in (12. und 13.) noch 

14. Hir, = &Z'\'W und 15. v^u^ = @«+ir, 
so gfibe (12. und 14.) und (13. und 15.) 

16. «iCri— r,) = ®z und 17. v^iUi — u^) = @«; 
was Beides nicht sein kann, indem n^ und ri mit « keinen Factor gemein 
haben und z in Vi—92 oder tfi — u^ allein nicht aufgeht , da »i — ©o <C « und 
ff, — 1#2 <1 « ist. 

Es können also dieselben ungleichen Factoren «i und r^ fOr das gleiche 
w nur zweimal vorkommen. Aber zweimal kommen sie nothwendig vor. 
Mithin sind die Nichtquadrate zu gleichen w immer paarweise vorhanden, 
und daher ist ihre Gesammt- Anzahl immer gerades gemfib (L)* 

IVbweis von II. B. Zwei ungleiche Factoren u und r^ kommen 
nach (J.) für ein- und dasselbe w beide zugleich je nur noch einmal vor. 

CreUe*i Joarmal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2. 15 
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» 

Kill setM neniBoh, ein ^ktiMdiMt 4#r - iieitoi ffMioran, «. B. n^y komme 
noch mm drittenmal fdr, veriHmden mit. einem mdecn ü^ «. B.9ir2. filmp 
fAnde {13.) imd (14.) Statt, und daraas wOrde (16.) foIgM« Aber (16.) kimn, 
wie dort bemerkt, ntekl Statt finden. AIm iumn ancli:^ einsEolner yon den 
beiden Factor^n Ui and v^ nicht zum drittenmal vorkonmeD. ^ - 

Daraus folgt, dafs in zwei Nichlguaäralenp welche kmu Pmar sind, 
oder in welchen nicht die beiden Factoren dieselben sind , nothwendig aUs vier 
Factoren verschieden sein müssen. Und hieraus folgt weiter, dafs schon die 
Halfle der sftmmtlichen Nichtquadrate, nemlich je einer aus jedem Paar ge- 
nommen, alte die z^ und jedes nur einmal enthalten müssen, welchen tf und v 
iu UV = &z-\-w für ein- und dasselbe w überhaupt gleich sein können; 
gemfii^ (n.). 

Beweis von III. C. a. Wenn 

18. a^ = ®Z'\-w 
ist, so ist auch, für dasselbe w, 

19. {z — xf = ®«-f to; ^ 

denn (z — xf ist = z' — Qzx-^x^ = 0«-f x% also zufolge (19.) 
= ®Z'{^&z + x^ = @;5+a:^. 

b. Nun ist femer z — x immer nothwendig Ton x verschieden. Denn 
wflre z — x=^x, so wSre z=:2x: also mfifste :r in « m^f^kien^ was 
nidht sein kann, da x und z nach der Voraussetzung keinen Factor >> 1 ge- 
mein haben. Es kann nur in dem einzigen Falle z = 2x sein, wenn «=2, 
also x=zi ist. Dieser Fall ist daher, wie in (HI.) bemerkt, ättsyenanuneu. 

c. Da also nun x und z — x verschieden sind, so gehört nach («.) 
nothwendig zu jedem Werth, welchen x haben kann, ein zweiler, davon mt- 
sehiedener Werlh z — x. Mithin folgt, dafs die QuadrahvUrzeln tOr z wü w 
immer paarweise vorhanden sind und dafs daher ihre Gesamiül- Anzahl noth« 
wendig immer gerade ist; den einzigen Fall z^=2 ausgenommen; gemift (IH.). 

Beweis von IV. D, Zu jeder Quadratwnrael Xi für « zu to ge- 
hört nach (C) die zweite X2 = z — x. Nun ist 

20. ariOTj = Xt(z—Xi) = XiX—xl = 0« — «/. 

Aber 

21. x} = 0«-f-ir, 

also ist, (21. In 20.) gesetzt, 

22. «,«j = ®%^®x^w =0«—»; ^ 

g«mife (IV.). 
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# 

Beweis^ von V. E. Es Üt dp eine der Quadratwurzeln ffir z zo w, 

und n und v seien die ungleichen Faetorei eines der Nichtquadrate fOr ;e 

zu dem nemüchen tr, so dafs also 

23. x'' == ©«+•* und 

♦ 24. ^9 = ©«-f-ir 

wfire. Alsdann wArde aus (23, und 24.) 

25. x' — uv = @« 

folgen. 

Könnte nun x zuglach einer der Factoren u oder.Pi z. B. x=zUf 
sein, so mflfsle nach (25.) 

26. x^—xv = xlx — v) = @« 
sein und also z in x(x — v) aufgehen. Dies aber ist nicht mö^di, da x 
mit z kehlen Factm >> 1 gemein hat, und x — v allein mit z nicht aufgeht, 
indem es <C « ist. Also kann keiner der Faetoren der NichtqßiaäraU mt* 
gleich eine der Quadratwurzeln fOr « zu tr sein; gemfifs (V.). 

Beweis yon VI. F. Es sei x irgend eine der zu « Üieilerfremden 
Zahlen >>0 und <Zz^ so ist auch z — dP/weldies ebenfalls ^0 und <iz 
ist, eine solche Zahl; dennwfire z — x nickt znz theilerfremd, sondern bitte 
mit z den Stammtheiler (^>>1 gemein, so dafs 

27. z—x = ©J 

wire, so mOfste d, weil es in « aufgeht, nach (§. 18.) auch in x aufgehen, 
und X und z hatten also den Theiler ^>> 1 gemein; gegen die Voraussetzung. 
Wenn nun, wie in (2.), 

28. x^ = ®«-ftr, 

also w, weiches ebenfalls z« den n z theileriremden Zahlen >^0 und <Cz 
gehört, einer der Quadratreete zu ;s ist, so giebt z^x den nmJitkm 
Werth von «r; denn es ist 

29 {Z — xy = ©« + 0?^ = @«+®«-f IT (28.) = @«+M^. 

Lifst man nun x in (28. oder 2.) alle die zh ;t theilerfremden Zahlen 
>>0 und <iZf deren Anzahl ipz bezeichnet, durchlaufen, so kommt noth- 
wendig jeder der QmadratreHe w wenigsUms zweimal vor, mid folglich kann 
es für kein z mehr als ^<pz Qmadratreele gebtOb 

Und da mm nickt mekr als die Hälfte der ^z %n t;. theilerfremden 
Zahlen >>ü und <^z Quadratreste §mn können, so mfiSMu die ttrigen.noihr 
wendig ^ichtfuadraireete sein: folgUdh kann es auch für kein z weniger als 
^(pz Mcktquadratreete geben; gemftfs (VIO« • : / > 

15» 
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$•91.* .1 

Lehrsatz. 'j 

fFi^im m i{0r Glmchung 

i. x^ = ®i + l 
X du« isti z theilerfremde Zahl z^ bemeichHet, so giebt es 

I. fFn« micA z «an may^ von x ithmer das Paar ungUieher 

Werthe 

2. X = 1 und X = z — 1. 

Blofs in dem Falle z = 2 rind diese Werthe von x beide == 1, wid also 

nicht ungleich. 

II. Ist z ^ne Statnmzahl, so giebt es für x m (2.) mir datf- 
einzige Werthenpaar (2.). i 

III. Ist z>>2 nicht eine S/ammzahl, so kann es der Werthe 
von X m (1.), so wie überhaupt für 

3. x' = @z-f-w, 
wo w nicht = 1 ttf^^ mehrere geben} aber sie sind immer paarweise, 
also in gerader Zahl vorhanden. Wieviel Werthenpaare von x es 
für (1.) oder (3.) geben könne, hängt, wie sich weiter unten zeigen wird, 
von den verschiedenen Factor enpaaren von z ab. 

Beispiel zu IL Es sei z = 7^ so ist z^= 1,2,3,4^5,6 und 
( l\ 2\ 3\ 4^ 5^ 6") = @« -f 1, 4, 2, 2, 4 und 1. Also nur x= l und 

j? = Är — 1 = 6 geben (Bs^-f ^* 

Zu III. Es sei z=lDj so ist z^ = 1, 2,4, 7, 8, 11, 13 und 14 und 
(l^ 2^ 4^ 7\ 8\ ll^ IS^ 14^) = ©5? + 1, 4, l, 4, 4, 1, 4, 1, 4, l , also x = l 
und 14, 4 und 11 geben @«-f ^9 ^^ ^^ ^^^ ^^^^* Werthenpaare von x 
Yorhanden sind, welche ar^ = (^z-\-l geben. 

Desgleichen geben die zwei Werthenpaare 2 und 13 und 7 und 8 
©55-1-4 für IT = 4 in (3.). 

Beweis A» Was (I.) behauptet ist an sich selbst klar; denn 1^ und 
(z—if ist i9nmer = @« -j-1 ; was auch z sei. Ist « = 2, so ist 1 = z— 1 = 1. 

B. 6Abe es fflr eine Stammzahl z antser 1 und «*— 1 noch ein 
anderes Werthenpaar x^ und z — Xi^ so dafs 

4. x} = ©ar+1 und (z — x,y^= ©«+1 

wfire, so mflfste, da zugleidi nothwendig tX 

5. 1' = @ar-f-l und («—!)' = ©i^ + l 
ist, (5.) von (4.) abgezogen. 
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{x^—l) = ®z und («?— jp,)«— f»_iy = @« oder 
6. (ar,— l)(a?,+l)=®« und Ci^i=^(«— !)}(«— ^i+«—l) = ®« oder 

(1— a?i)(2«— (4jHl) = ®« sein 
|nd4|bo (a7i— l)(ari-]-l) und (1 — i^^«^Cri-|-l)) mit « mffyehmi. EiH 
und dae Andere ist nicht dert'all. Denn Am x^-vMA 1 nid andittclit «— I^ 
sondern >> 1 und <iz—l sein soll, so gelik' weder w^ — 1, nooh ^i-l-l) atdi 
1 — X|, noch ^^ — (^i-{~l) init itr auf. Also giebt es, wenn z eine iSitemm- 
2:aA/ ist, für x in (1.) nur das dn« Werthenpaar 1 und z — t; gemfifs (!!.)• 
C Ist s: ;> 2 , uM itf cA/ eine Stammzahl , so kann es allerdings mit 

7. d?/ = @«r-f-tr und («? — d?i)' = @Ä-f •'^ 

zugley^h, sowohl für tr = l, fOr welchen Fall wenigstens das eine x^ = \ 
Statt findet, als für andere Werthe von Wf wenn es für solche ein x^ giebt, 
auch noch andere Werthe x^ von x, 

8. .xi = 0Är-fu> und {z—x^y = @«rf tr 
geben: denn (8.) von (7.) abgezogen giebt 

Xi — a?2 = &z und (z — Xif — iz — x^f = ®z oder 

9. (a?i— a?a)(^i+^2) = ®Ä^ und (aPa — ^i)(2«— (iPi+J^a)) = ®«^j 
und hier können allerdings Xi — X2 oder Xj — ^1 mit einigen der Factoren 
von « >> 1, und .^i-j-x, mit den übrigen Factoren aufgehen. Also kann es 
in diesem Fall allerdings, sowohl fflr ti?=l in (1.), als für andere Werthe 
von w in (3.) , mehr als ein Werthenpaar von x geben. Auch zeigt sich aus (9.), 
dafs die Anzahl der möglichen Werthenpaare von x. von den verschiedenen 
Factorenpaaren abhängt, in welche z sich zerlegen Ififst; gemfib (UI.). 

§. 9^. 
Lehrsatz. 
Man bezeichne die zu einer beliebigen Zahl z>*3 theiler^ 
fremden (pz Zahlen ;> und <C z durch 

1. Z^ , Z2, Z3, Z4, . • • • Zy, , 

während jede derselben durch z, ausgedrüeht wird. Femer sei das 
Pro du et aller dieser Zahlen 

Am Zi Z^ Zj • • • • Z«;, ^= £i , 

und n bezeichne die Anza/U der Werthenpaare ^ welche x in der 

Gleichung 

8. x^ == ©z-j-l 

haben hann (§. 91. III.)) unter der Bedingung, dafs x aus den Zahlen z^ 

i\.') gemnnmen werde. 
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5. . Z = ®s — % '«pfmi n ungtraße tat. 

HI. iim4 Ol kmmH, voirdlff tw^eAcMlefM« fmi^ormpoMtemiA , mutodek» 
^■mdt »erkgm läfHi wmttm writer unt$H. 

II. FHtrß^n Niehtfnadratrest w=z^ »u z, aik»f6rjeia 
tr = ly , welekes der Glaehimjf 

6» «v = @«+w«* 
entsprieki, wo u «mJ v, «^«n im« w, au» den gu % tkeiterfrennde» Zak- 
Un Zy genommen t aber nickt mnander gieieh eind, kt « 

7. Z 0= @z-fw*^'. 

Beispiel zu I. Essei«=15. Alsdannist «y(l.)»lf2,4,7)Ml»13 
und 14, und das Product dieser z^ ist Z = 1.2.4.7. 8. 11. 13. 14 =896 8% 
= 59793. s-f-l} wahrend die ZaU «i der Werthenpaare 1 and 14 und 4^ 11 
vtm X in (3.) , welche «^ = ®«-f ^ geben, = 2, also gerade ist; gemflfs (4.}. 

Es sei X = 18. Alsdann ist z^ (1.) = 1, 5, 7, 11, 13 nnd 17, and ins § 
Prodaiet dieser «, Ist Z=1.5.7.11.13.17==85085 = 4727.»— 1. Hier 
giebt nur das eine Werlhenpaar 1 and 17 von x in (3.) ®x-{-t, so daft 
n= 1 und riso ungerade ist; gemflfs (5.). 

Beispiel zu II. Einer ier Niekt^madratrette m s= 15 ist «p= 11, 
und 1^2 ist «4; desgleiehen ist Z= 1.2.4.7.8.11.1^^14«= 896896. 
Also soll nach C') 896896= @. 15 + 11* = ©15+14641 stün, art tu 

der That ist 

896896 = 18817.15+14641. 

Beweis von I. A. Wenn man in der Gleiduwig . * 

8. MV = @z4-w, 

WO w jede der Zahlen ^ (1.) sein kann, u eile z^ dnrddaufen Ufst, so 
durchlänft nach (§.85. IL), fflr ein^ und dasselbe w^ auch v alle die Zah- 
len 2;^; wiewohl in verschiedener Ordnung. 

B. Nun kann na(^ (§. 90.) u und v sowohl ungleich als gldek sdn; 
d. h. es kann u) sowohl JSichiguadratreai als Quadrmlreat miil Fflr dep 
letztern Fall schreihe man, wie in (§. 90.), x statt der gMcken u ud ^. 

C Nach (§. 90. I. und UL) sind aber sowohl die Nicht^uadriUe uv, 
als die Quadrate x\ fär ein- und dasselbe w immer paarweiee rirrhuiira, 
und die Gesammtzahl der Nichtquadrate, so wie dcor Quadraieß uA imm^t 



■ • # 
ftrmbik J«i«y%KB AmaU 4« ASdUfMnlhiln^piMir«» . werde dotdi m, dto 

i at0ma t br ai9»iMtare, wie Uer d)«i iBr den Rest «res: 1, aligemein ftBtJ§ä$»w 

durch n tee rf c h tet. 

J9. Lfifst man abo non ti in (8.) alle s. dwchlaofen and bezeidinet die 

9. ^ «ts«^3 = ®«-f*^> 



ist, wo null die r nadi (§• 85^ U*) ebenfelb, gieicb den ii, ulk z^ BiBd, so be- 
IndeB steh nrter den yx äbichugeii (9.) 2 « Gleiohimgeii, in wdche& u und f 
ntcA/ einander gleich sind, und 3ii Gleichungen, in welehen .« 3=^ v c=se «^ ist* 
JB» Demnach zerfallen abo die 9« Gleichungen (7.) in folgmde zwei 



verscUedene Gruppen: 






Nach ((> 90a HO enthdt aehon die UOfU der tiieht^adratreeU 
V9 in (10.) 0IK0 Werthe, weiche u nnd o haben ktanen; and nach (§. 90. V.) 
kann kein u oder v in (8.) einem x in (11.) gleieh sein, so dafs also die x 
in (11.) durchaus andere z^ sind, als die u und r in (10.), wfthrend (10. und 11.) 
zusammen nothwendig alle z^ enthalten; irie die Gleichungen (9.), aus welchen 
sie entnottmen and. Endlidi gehört nadi (f. 90. IVO >a Jedem x in (11.) 
ein zweites z—x, welches, mit ihm mnlt^licirt, (^x-^w giebt 

6. Nimmt man also aus den Gleichungen (10.) diejenige Hälfte m heraus, 
welche eämmtHch verschiedene u und r oder z^ enthalten; desgleichen die 
eämmtlichen Gleichungen (VL)^ welche n rereehiedene Werlhenpaare x 
wtA z — w Ton X nnd afimnriüch andere z^ enthalten, so kommen nothwendig 
in dteaen ei-f*3fi Gleiehmigen zusammen a//e z^ vor; nnd alle nnr einmaL 

B. ttaUpIicirt man also jene ans (10l> genoaurienen m Gleidnmgen, 
mit sänunUidi Teraclftedenen z^^ in einander nnd mit den"2« GleiiAnngen (IIO9 
so hat man links das Prodiot aller z^ und Jedes z^ , in denselben nur einmaiy 
idso das Product Z (2.). Beckls geben nniehat die m CHeidhungen aus (10.) 



{i&z^M>)r. Sodmm geben die 2n Gldchmgen (dlOV^^i*'^ ^^ «Pora 
gifMiititfayatoriygr jp> nemlich'dr. und z-^h, iutch'(§. 90. IV«)) CSl^is^ti^ 
giebt, (@t;— tr)". Also ist das Prodact aller der m-f 2» fflnchvAgen 

12. Z = (®«+trr(®«— 11^)^. - 
/• Dieses Ergebnib gilt für Jeden Werth, weloben tf 'haben kann. 
Es kann aber w jedenfalls =1 für jedes z sein (§. 91.)* Also gOt (12.) 
auch für tv=i und giebt alsdann 

13. z=c®«+ir(®«— ir=(®«+i)c®«+(— i)")=®«+(-i)% 

und folglich ist 

14. Z=z:®z-\-l^ wenn n gerade ist; gemfifs (4.), und 

15. Z = @z— 1, wenn n ungerade ist; gemftfs (5.). 

jE. Wenn n gerade oder ungerade sei, daranf wird nunfiduft wdter 
der Lehrsatz (§. 94.) fähren. 

Beweis von IL L. Für die Gleichung 

16. UV = (^z-\'to 
kommen nach (§. 90. U.) schon in der Hälfte der Nichiquadrale tir für 
ein- und denselben Nichlquadratrest w alle die q>zWerÜke von z^ «Vor, welche 
u und r haben können, und jeder dieser Werthe nur einmal. 

Also schon Aie Hälfte der (pz Producte uv in (16.) enthSlt . alle z^^ und 
jedes nur einmal. Mithin erhält man, wenn man diese Hälfte der i^z Producte 

ti9 in (16.) in einander multiplicirt, die Gröfse z^ziz^ 4;^^ = Z (2.); und da 

nun Jedes dieser ^q>z Producte durch ^z-^-w ausgedrückt wird (16.), so ist 

17. Z = (&Z'\'W)^* = (^Z'\-w^; 
gemftfs (7.). 

§. 93. 
Fünfter Beweis des Wilsonschen Lehrsatzes (§. 48.). 
J. Wenn -z eine StammzaU ist, so ist 

1- «y = 1, 2, 3, 4, . ... «—1, 
also in (§. 92. 2.) 

2. Z = 1.2.3.4 z—i. 

B. Nun giebt es nach (§. 91. ü.)^ wenn z eine Stammxakl ist, jur 
das einzige Werthenpaar 1 und z—1 von x, f&r welches in (§;.02t3.) 
x^ = ®z-{-l ist Also ist dann n in (§. 92.) = 1, mid folglich wngerade. 
Mithin ist alsdann nach (§. 92. 5.) Z = iV2 — 1 und folglicä in/(2;) 

3. 1.2.3.4....«— 1 = ®«--l. 
Dieses ist der FTtbonsche Lehrsati (§. 48.). . i 
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§.94. 
Lehrsatz. 

Wenn z dne beliebige Zahl ist und x beliebige, aus den ^p.z zu z 
t heiler fremden Zahlen ;>0 und <Cz bezeichnet, so sind nach (§.90. 
JJJL und IV.) ^e Werthe von x , die der Gleichung 

1. x' = ©z4-r 

I • I • . ■ 

genugthun, in welcher j nach (§. 85.) nolhwendig stets ebenfalls eine der 
zu z theilerfremden Zahlen z, ist, immer paarweise vorhanden; und 
zwar, wenn Xi der eine Werth von x ist, so ist z — Xi der andere. 

Für F:=i jit (1.), n/ffo für die Gleichung 

2. x' =^ ©z-f I, 
haben wir tu (§• 920 ^ Anzahl der Werihenpaure von x, die diese 
Gleichung erfüllen, durch n bezeichnet^ so dafs also, wenn man x. tii deß^ 
Gleichung (1.) alle z^ durchlaufen Idfst, :>n dieser Werthe z^ von x in 
(2.) den Rest r = 1 geben. 

Ferner haben wir in (§. 92.) und auch schon in (§. 01. HL) be^ 
fiierkty dafs Jene Zahl n von der Anzahl tind Art der Factorenpmare 
abhängt, in welche z sich zerlegen Idfst* 

Mit der Anzahl n der Quadratwurzelpaare, für einen und den- 
selben Rest r, femer mit der Anzahl der mÖgUehen vereohiedenen Qus^ 
dratreste r selbst in (1.) für ein bestimmtes z^ und mit den Eigenschaften 
dieser Quadralreste r verhält es sich nun weiter wie folgt. 

L Zu andern Wertken von r m (1) gehören umdere x; ulm, 
wenn man die zu einem bestimmten r gehörigen x durch x, und die zu einem 
andern r^ gehörigen x durch x^, bezeichnet, so kann nicht jfr = ^r, ^cin. 

IL *Zu jedetn Werth, welchen r in (1.) habem kann, gehören 
gleich viele x; also gehören, da immer r= 1 sein kann, und faßlich 
die Gleichung (2.) mit ihren 2n verschiedenen Werthen von x immer 
Statt findet, zu jedem r in (1.) 7n verschiedene und zu jedem r, 3n an- 
dere x. Man findet diese 2n andern Werthe von x, für ein bestimmtes r, 
z. B. aus den ttn Vt^Mhen von x^ für r= 1 itt (2.)^ t^enn man in der 
Gleichung, 

t 

dem X, links irgend einen (ler Werthe roii x^, gffichviel welchen, de^i 
andern Factor, x^ «ää- der Beihe^ nach, alle diß 2 n, If e^f^ , ft«((^// tfielfihe 

Crelle's Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 2. 16 
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X| in (2.) haben kann. Alsdann drückt (x^) rechts alle die fVerthe aus, 
welche x^ haben kann; und sie alle thun der Gleichung (1.) Genüge. 

III. Die verscKedenen x, zu den verschiedenen r jfehOrigf sind 
alle Jüe (pz zu z theilerfremden Zahlen z^ >*0 und <Iz, und Jede 
kommt, wenn man r seine verschiedenen Werthe durchlauft läfst^ nur 
einmal vor; so also, dafs, wenn man die Anzahl der zu z Statt fin- 
denden verschiedenen Quadratreste r durch v bezeichnet, 

4. ipz = 2nv 
ist. 

IV. Das Product einer beliebigen Anzahl gleicher oder ungleicher 
Quadratreste r, also auch eine beliebige Potenz eines Quadratrestes r, 
/d/Sr/, durch % dividirt, immer wieder einen der Quadralreste zum 
Rest, so dafs also immer 

j 2. ' r^ = ®z + p^ 

ist, wo r^ irgend eines der r bezeichnet und a in (5. 1 ) und t in (5. 2.) 
beliebige positive ganze Zahlen sein kifnnen. 

y. Für jeden der Quadralreste r ist 

oder, nach (4.) ausgedrückt, 

7. r^ = @z + l; 
doch können auch schon niedrigere Potenzen von r als die vte, durch z 
dividirt, den Rest 1 lassen. Jedenfalls aber guAt die vte Potent von r 
den Rest 1. 

VI. Wenn man 

8. xl = @z+l muf x; « ®«+r, 
und dann weiter 

9. r^ = ©z-f r, 

10. rx, = @z-f-(x) 

1 
«efe^^ so ist (x) t» (10.) ebenfalls eines der zu r in (9.) gehörigen x, o/lyo 

11. (x)^ = @z+r, 
und für jedes r in (9.) tiit^ (10.) ein anderes. Man findet also auch 

« 

«» r >>.l gehörige x aus denen, it^ehe zU r = 1 gehören, wen» man He 
lOetefen Mdt (10.) mii r ümldpBdrt und das ProdtM dun* % dividirt. 
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VIL Geht % mit2 muf, so ßeiem meht hl{f$ x und s — x, wie für 
j^du ieliehige i^ mMäem mmek 

lÄ. X, \%^±^ i*+^ •''•' a— X 
eiweH mn.4 dens^Hef^ Qmmdtalreei f zu z. 

- yiQp27ii nmek (IL) mm Jedem WertA, welchen r A«6m Armifi, 
fileickviele X gehören , so kommt es iwr darauf an, wie viele ver^ 
seh i e d enen Werthe x es fbr die Gleichung 

13. x' = ©a-f 1 (2.) 
gietf. Ebensoffiel^ Werthe hat x in der Gleichung (1.) fir Jedes r. 

Die Anmahl der verschiedenen in (13.) möglichen x ittrii /^yw sich 
finden f wenn man % auf alle tnägliche Weise in zwei Factor en x und l 

zerlegt, also 

14. z == xk 

und statt (13.) x^ = ®xA-|-l setzt, woraus x^— l==®xl oder 

15. (x-fl)(x— 1) = ®xl 

folgt. Man kann dann die Bedingung machen, da/>f x-f 1 mit dem 

einen der Factoren x=Ji, x — l mit dem andern aufgehe. Alsdann 

verhält es sich mit den verschiedeneti x, die der Gleichung (13.) genüge 

thun, wie folgt. 

a. Für Factorenpaare x und l von z, welche einen gröfsern 
Gemeintheiler als 2 haben, giebt es kein x für (13.). 

b. Zu jedetn theiler fremden Paare von Factoren x und X von z, 
die beide ungerade sind, gehört ein, und nur ein Werthenpaar von x, 
nemlich 

16, X = X und X = z — x, 
und Jedes andere Fadtorenpaar dieser Art giebt ein anderes Wer^ 
thenpaar von x. 

c. Zu Jedetn theilerfremden Paare von Factoren x und l 
von z, deren einer ungerade ist, während der andere mit 2, aber nur 
mit der ersten Potenz von 2 aufgeht, gehört ebenfalls ein, und nur 
ein Werthenpaar von x, wie das (16.); aber nicht zu Jedem antern 
Factorenpaare dieser Art gehört ein anderes Werthenpaar von x, son^ 
dem ^M und 21 oder 2 x und ^k, Je nachdem x oder l gerade ist, geben 
das nemliche Werthenpaar von x, wie x und X selbst. Und dann kommt 
von den ffmihenpaaren von x , die alte den verschiedenen Factorenpam^ 
reu dieser Art et^sptechen,'' Jedes zweimal l vor. 

16» 
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it. Zu Jedem theiler fremden Pmate won Factoren x vmdX ton z, 
deren einer ungerade ist, während der andere mit einer hohem Potmm 
von 2 als der ereten aufgeht, gehört wiederum ein, und nur ein Wer-- 
thenpaar von x, wie das (16.). Hier gehurt %u jedem nfitfÄrif FaetB^ 
renpaare dieser Art ein anderes Werthenpiuin uomx. •'•Sjfßi *gi^t es 
je noch ein ztoeiies Faetorenpaar von s, nemlieh j^x und *2i wmm i^ 
und '2x und \l wenn x ungerade ist, dem das nemHii^lke JVe tt h em^ 
paar von x zukommt, wie dem Fuctorenpaare n und X selbst, aber dieses 
zweite Faetorenpaar findet sich nicht unter denen der gegemöärtigen Ärtf 
sondern nur unter denen, die mit 2 gemeintheilhar sind. ^ 

e. Zu jedem Paare von Factoren x und X von t , ^ hei^ wH 
der ersten Potenz von 2 aufgehen, gehören zwei, und nur zwei 
Werthenpaare von X ^ nemlieh folgende: 

I 2 

17. X = X find X = »—X, 

3 4 

18. X = |z-f X und X =^ I« — X. 

Zm jedem andern Fuctorenpaare der gegenwärtigen Art gehören zwei 
andere Werthe von x, wie (17. tinJ 18.). Zugloch sind zwei von den 
vier Werthen von x (17. und 18.) die nemlichen, welche zu dem Facto» 
renpaare ^x und 2X gehören, wenn ^x ungerade ist, und zu dem Factoren» 
paare 2x und ^l, wenn |X ungerade ist; und immer ist entweder 
^x oder \X ungerade. 

IX. a. Ist z ungerade, so geben die t heiler fremden Paare von 
Factoren (YIII. 6.), welche beide ungerade sind^ aide x^ welche der 
Gleichung x^ = ®z-{-l genug thun. Also giebt es dann fben so viele 
Werthenpaare von x, als theilerfremde Factorenpaare von z. 

* 

b. Geht z nur mit der ersten Potenz von 2 auf, so giebt schon 
die Hälfte der theilerfremden Paare von Factoren (VII^. c.')^ deren einer 
gerade, der andere ungerade ist, alle x, welclic derGleichtff^g;x^=^($Z'{-l 
gmngthun. Also giebt es in diesem Falle halb so viele Werthenpaare 
von X, als theilerfremde Factorenpaare von z. ^ 

c. Gehl endlich z mit einer höhern als der ersten Potenz vom 
2 auf, so geben schon die verechiedenen mH 2, sAer mit k^er gröfserm 
ZioU, gemein/heilbaren Paare van Factoren von z allein alm Xj melcke 
der Gleichung x^ = ® z *f i gemugthun. Also giebt es in diesem Fall 



25. 
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doppelt MV vi€U WsrtUmjtamnB von x, 0k durch 2 ^Aer" äumh keine 
gröfe^^ ^ ^StM 'gL iJiuiiiliWItii ig Pactoretipaare vom z. 

i^i^A^ mO^hß Wa^ hangt denn aleo in Folge detOeseM (VIIL 
undflX} Me Anzahl 2m der verschiedenen mögüehen Quadratwurzeln 
z jftir I #R -dmn Reei'i m, (IdO^ 90 wie zm Jedem beliebigen andern 
tteet f^ dajedßi' UßeUge Rest nach (II.) immer dieeelh^ Anzahf 2m 
'p^ß- X smko^unt, \tkm. der .Zahl und Art der Faelorenpamre x und X van 
z (4.) ab, aus wekhek^ sich % durch die Multiptieation zueammeä setzen IdfsL 
Erstes Bei6t)ieL Es sei 

^19. 2r = 180 = 2'. 3'. 5. 
Die zu z theilerfremden Zahlen z^^O und <Cz sind folgende: 

20. Z^^= 1 1 U 13 J7 iHi 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 61 67 71 73 77 79 83 89 

91 97 101 103 107109113 119 121 127 131 133 137139 143 149 A51 157 161 lfi31671.$9 173 179. 

Ihre Anzahl tot ' • 

. 2t y« = 48. 

Lsrst man mm in (1.) x alle diese Zahlen durchlaufen, so findet sich, 

F0ra7= 1 7. 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 61 «7 71 ,73 77 79 83 89 

rs= 149 121 169109- 1169121 61109 61 49 49 61109 61121169 1109169121 49 1 

22 < 

* Flr ;r = 91 97 lOl 103 107 tOÖ 113 119 121 127 131 133137 139 143 149 151 157 161.163 167 169 173 179, 

rssc 1 49121 liB9109 1169121 61109 61 49 49 61109 61121169 1109169121 49 1. 

Es giebt äl90 bkrr^''WTe sich seigfl, die 

23. y = 6 verschiedenen Quadratreste r = 1,49, 61, 109, 131 und £69, 
simmtlich aus dbn Zahlen z^ (20.) , und zu jedem derselben gehören 

24. 2ii=8, also n = 4 
verschiedene Werthenpaare von Xf nemlich 
1. mr^ lgebftr^dfe4lVerlhenpaare lu.l79, 19u.l61,71tt.109,89u. 91vonx=ar|, 

- ^ vL^vxw-.. • 7u.l73,43u.l37,47u. 133,83u. 97vonar=ar4g, 

- - -. - - - 31u.l49,41u.l3<),4öu.l31,59u.l21vona?=a?6i, 

- - - - - - - 17u.l63,37u.t43,53u.l27,73u.l07vona?=a?m9, 

*. - - • .. - • Ilu.l69,-J9u.l51,61u.ll9,79af01vona?=a?„i, 

- '^ • -i - . • 13u.l67,33u.l57,67u.ll3,77u.l03vona?:±=a?i«,; 
sfimmtlich in der FoUfa' :lr und z^x begriffen. 

Die verschiedenen Behauptungen des Lehrsatzes zeigen sich an diesen 
Beispielen wie folgt • 

I. Zu jedem (iiufom Werfh von r gehören gerofift(25.) andere xj 
gemAfli (L). ' i " 



2. 


mr= 


= 49 


3. 


xar= 


= 61 


4. 


mr= 


=109 


5. 


tnr= 


=12 1 


6. 


«ar= 


=169 
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II. ZviMfem der t':^ 6 (230 TendifedMm^« g«h«rfln 0eiBifii(9&O 
gUichmele x, nemlich za jedem 2 n= 8 VeradiüMKe «#> ^f emüf (A.^ ,m ■ y 

Man findet feraer, z. B. aas den 2»3=s8 WertheB'CJtt. ^>.Hp Xm 
wridie WH rt=:l geÜören, die zu r=61 gehörigeii 2n>«Ei6 .Wern« -«aa 
0?^ = j^oi (29' 3.)) wenn man in der Gleidumg (3.) dem irr lüdu 4|^«Nf««lfMR 
derWerthe ron dr^ giebt, x. B. wenn man d7/s=41 (35. &.> ietil^ aad\Mn 
(T. in (8.) aUe seine 8 Werthe 1, 19, 71, 89, 91, 109, i61.imdii3!» (35^^ 
dvrdüaafen UlfsL Es ergiebt sich auf diese Weise nadi'(;&) : <.. ■ u, ; , v 

26. 41(1, 19,71,89,91, 109, 161j ^79) 

= ®.180+4!,59,3I, 49, 131,149, 121 ond 139, 

also ist in (3.) ■• >•, • r\ ■ ;• 

27. (a?r) = 41, 59,31,49, 131, 149, 121 und 139; 
und dies sind in der That alle die 2n = 8 Werthe (25. 3.) ron ttr = Xai. 

in. Die verschiedenen x zu den verschiedenen r sind gfettift (25i} 
alle die Zahlen z^ (20.), und keine derselben kommt mehr als einmal vor, 
so dafs nach (3.) tp« oder 48(21.) = 2ii.y=8.6 iii; 'göta«ß'!(Itt'). '"- 

IV. HuIUpIicirt man z. B. die vier Quadratreste 49, 49, 109 und 1^ 
mit einander, so ist das Product 31666789 = 175926. «-f 109', und der' 
Rest 109 ist ebenfalls einer der Quadratreste r (23.). Nimmt man b. B. 'Übt ' 
5te Potenz des Quadratrestes r = 6l, so giebt dieselbe. i8445963(Jl = 
4693201 .s-f 121 und der Rest 121 ist wiederom einer der Qaadnttmite :r.|23,>$ 
gemäfs (IV.). - ;:v 

V. Da hier v = f) ist (23.), so soll nach (6.)r ««BiHr den,QRAdf#*- 
rest r = 49, 49* = ®«+ 1 sein, und es ist 49'=t=2401= («>«-f6l, also 
49« = ®«+ 61' = ® « + 226981 == ® J5-|- 1 ; wie. «» mia «oB; V<M,«(•(P^&I 

ist aber schon die 3te Potenz, und von r = 109 sehon'die 2te!l?«Mnut 4=®«+,!^: t : 
also von r=6l und 109 geben auch schon niedrigere als die vs=zGie Po(ew Vi 
®«+l; gemäfs (V.). . .,, }:' 

VI. Hultiplicirt man z. B. das zu Xi =®Z'\-i gehörige or, cssTi .1- 
(25. 1.) der Reihe nach mit r=:1,49, 61, 109, 121 und 160, so giellt (ia> A 

28. rar, = 71, 3479,4331,7739,8591 und U999 .. . :; ri! 
= ®«r-|-71,59,ll,l79,l3lundll9,,' ,, , .,.•.!:' 
also in (10.) :.:■•.:,: , : ; .:>; 

29. {X) = 71, 59, 1 1, 179, 131 und a9;,.. .^; ., ,,.1 ,:%(-. .1! 
Desgleichen giebt (9.) für die nemtiohen Werthe. v«likT;.*ii;>j ...N I 
30. r^=504l,2401,37'21,l 1881,14641 und2856l=®«+l,6l, 121, ^Öl)u«l;fc5l4, 
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ibo in (9.) 

31. r'= l,6i; 121,1,61 mid 121. 
Es soll also nach (11.) 

^. 71*=®5^4.1, 5y=®«4-6l, ll* = ®ar+121, I79^ = ®ir4-1, 

131'=®0-{-61 und 119'=®«+ 121 
sein, was auch, wie kns (22.) "zn sehen, in der That der Fall ist; gemifs (VL). 

Vn. Pflr 4r*=ir4l ist in ar' = @«+r (1.) gemäfs (22.) rs=6l, 
ud für ii:-^ir=t= 90—41 5=59, i«+a?== 90+41 = 131 nnd 9 — x = 
SSO — 41 = 139 ist r ebenfalls = 61 ; wie es gemfifs (YIL 12.) sein imfs, 
da 2r = 180i mit 2 aufgeht 

VIIL Die Faclorenpaare x und Xj in welche itr= hSO sich zerlegen 
lAfst, sind folgende: 

jx= 1 2 3 4 5 6 9 10 12 15 18 20 30 36 43 60 90 180, 
^^- \x =180 90 60 45 36 30 20 18 15 12 10 9 6 5 4 3 2 1. 

a. Setzt man nnn in (15.) z. B. x=z V2^ A = 15, welches Factoren- 
paar den Theiler 3>>2 gemein hat, so geht fflr keinen einzigen der Werthe 
«y (26.), welche - j? habto könnte, x^l mit einem der Factoren 1^:^= 12 
nad 1=15 >nnd ir***l mit dem andern auf. Legt man nemlich dem x die 
erste Hälfte der Werthe* von z^ (22.) bei (nnd nnr diese ist zu mitersMlien, 
indem , falls in der zweiten Hilfte sich ein passendes x ffinde, das nothwendig 
zügehdrige t^-^^ in die erste Hilfle fiiUen .würde), so findet eich 

(Fflr J? Mi 1 V II 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 61 67 71 73 77 79 83 Ö9, 
iT + l =t= 2 8 12 14 18 30 24 30 32 38 42 44 48 50 54 60 62 68 72 74 78 80 84 90, 
X-^U^is» O 610 12 16 18 22 28 3036 40 42 46 48 52 58 60 66 70 7276 78 82 88; 

und von aikn ;diesea <ar+l und or— *1 geht kein einziges Paar mit 12 und 15 
auf. Geht ja :r+l mit 12 oder 15 auf, so geht x — 1 nicht mit 15 oder 
1!^ auf. Also {riebt ^ ffl^.x=l2 und ;i=15, deren Gemeintheiler 3:>2 
ist, kein x; gemfifs (YIII. n.). 

!Es mflssen deMnalchin (33.) die Factorenpaare 3 und 60, 6 und 30, 
12 nnd 15 ^ 15 .unflul2v. 30 und 6, 60 und 3 ganz ausgeecMoesen werden. 

Hälfte zu berQcksichti* 
paarweise dieselben sind, und x oder l sowohl 
den einen als den andern Factor von x bezeichnen kann. Es bleiben also 

nttr folgende 'Factöretj^aore ym z' zn ' berücksichtigen : 

•; ' <M i:^ itü I 2 4 5 9 10, 



Von den Qbrijg^ jbleibenden^ aber ist wiederum' nur die ffi 
gen, da sie, blols vertreckselt, paarweise dieselben sind. 
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b. Nimmt man nun von diesen ^x und l, z. B. das th^Utftemi0 
Factorenpaar 5 und 36, so soll nach (15.) 

36. (a^+l)(a^-l) = ®.5.36ili rL;,-. . 

sein und or-f 1 mit 5 oder 36 und zugleich x — ijxAy 36: oder 5 aufgehen. 
Wie aus (34.) zu sehen , erfüllt nur uiiei» j? s?= 7 1 ;diese Bedingung. Es 
githtvdso XU dem theUßrfremden Factorenpiiime 5 u«4 3iQ/ yoq.« nwr das 
einzige Wert^enpaar j?c=7l und s—x=i09YQR xf geo^Ais (Hflll. *.). 

Die übrigen theilerfremden Factorenpaare in Q9&.} sind i . und 180^ 
4 md 45, 9 und 2a Zufolge (34.) pafst t und 18Q nur fOr x— U 4 und 
45 nur fär a: = 89, und 9 und 20 nur für a:= 19, idso ist zusammen 
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1 
X = 


= 71, 


2 
X = 


= 109 


für 


X, )i ' 


= 5, 36, 


1 
X = 


=^ 1, 


2 

X = 


= 179 


für 


Xj k = 


= 1, 180, 


1 
X = 


= 89, 


2 


:= 91 


für 


X, i s 


= 4, '45,^ 

% 


1 

X = 


= 19, 


2 


= 161 


fpr 


Xj X := 


= 9, 30. ,.,. 



, i 



«».■ • 



Alle diese Werthe von x sind von einander t;e^c^ii(f)(^;g(;{^ 

r.^ Ein^ der Factorenpaare x und iL von. ^v in (35.) ,' iwelches 2 
Geneintbeiler hatV ist 10 und 18. Für dijeses also soll; in r(34.) '\ 

38. (x+l)(a?— 1) == ®.10:18. 
sein und or-f 1 mit 10 oder 18 und zugleich .or-^i mit 18: oder 10 au%eh». 
Zufolge (34.) wird diese Bedingung nur durch x^f=>i9 und 71 erfOBl^ wozu 
2^ — 0: = 161 und 109 gehört. Ein anderes Factorenpaar x und d^ mit dam 
Gemeintheiler 2, ist 2 und 90; und für dieses pa&l in (340>arn3^ 1 ulid 89, 
wozu z — xss= 179 und 91 gehört. Es ist also zusammen ^'imbhifUr. B6zeidL*r 
nung (17. und 18.), i ;- i.t j ♦ . uj 



.;.);* 



;i=l9, :r = 7l, j?=109 und i=10i %r''^iir;^JliilO, 18 und - 



»'.*. • .■ 



39. <i 2 3 4 : I 

V= 1, x = 89,. x= 91 qnd «==; 179,,^:, ;?,X=f|:, 2,90, 

und man sieht, dafs gemAfs (17. und 18.) d? = ^«r — •aj^»'ip = |^»4"ir und 

x=:z—x ist. Jedes der Factorenpaare mit dem (jememtheilei; 2 giept also 
zwei Worlhenpaare von xf wie es nach (VIII. j(?.) sein soll.' ' ' 

d. Eines der theilerfremden Factoeepp^e -^ .»ä4 ,^,.yop .%, ip (35^)^ 
roit i^r Art, wie sie (VIII. i/.) verlangt, nemlich, dafs einer der Factoren 
mit einer höhern als der zweitep Po>enz von 2. ifufgeh«, der andere mit 2 



gu nicht, ist 4 anA 43i Das «i diefbiaiFactoräiipwir geh(Wl|ge eine Wertiwii^ 
paar von x ist, nach (YIIL 0.) bezeichnet, 

40. (x) = 89 nnd (i) ==^^if:; ' 

Ferner ist, wenn man x = i und 1 = ^6 sein Ififst, ^x=^2 nnd 2A = 90. 
Zu diesem Factorenpaar 2 und 9p gehört nach:(39.> 

41. i = l, ;r = 89, a = 9l und ±=179, 
und, wie aus (39. und 40.) zu sehen, ist .;; ::it|- j ; H: 

X 2 2.3 

42. (;r) = * und (a?)^'a?; 
gemAfs (Vm. rf.). , ' 

' e. pie zu deQ ^mUrfiremi^n Factoren x=.4t .und it == 45 gehörigen x 
sind nnier den zu ^x=2 und 2il==90 gehöcigen d7 mitbegriffen. Auf die- 
selbe Weise sind, wie aus (3?. und 38.) zu sehen, die zu den übrigen thdiw- 
fremaen Paelorenpaaren 5 und 36, 1 und 180 und ,9 und 20 ^elföingen d?»' iiar 
Reihe nach unt^r den zu 10 upd 18 ^ 2 und 90 und 18 und 10 gehörigen 1^34.) 
mitbegriffen; gemfifs (VUI. Ä). , 

IX. Um an Beispielen fu s^mi, waS;(IX.) im^liehrsatz behauptet, 
setzen \rir ^ie nach do^ obigen Art sidi fivd^en Re^u^te noch fBr einige 
andere « her. , ■ i : . ; 

Zweiteis Beispieh Es sm ' . : 

43; fs'=t 45 ='3'. 5. 
Hier ist : ' . < ' . 

44. «y = 1 2 4 IT 8 lfl3 14 16 17 !#' Sß 2S 26> 28 29 31 32 34 37 38 41 43 44, 

45. <pz = 24, '■•»') '-i" ^'-' !.•'■:;■••>'-; 

46. r = 1 4 16 19 31 und 34, also v=^6 n^. 2n = 4 (IIL). 
Femer ist für die Gleichung (1.) '* ''' ^ ' 

'-'■' ■''■■ fafi'^U i' i^"^'W''1tii -^ ^ T,'' '■■"■• ^•■■'■'■■ 
jr, = 2 t"j|ft-'4|3i'='ü.'''-«V'''i=-'4', • - • •■•'•'■'-■ 
x„ = 4 14 31 41 - 'i^'^ 16, ■'*' •■■ *' 
^'^' ' V K = 8 li 28 '37* . -i r 44 19., 
xn =11 16 29 34 - r s= 31, 
' ' »„ =13 22 23 32 '- r 4= 34. 
Sodann ist für (14.) .5 . . i. f 

lx.= 1 3.. 5,^ '' 

Crelle'i Journaf fi d. M. M. XJÖX. Hfeft 2. ' ^ '^ r *' '' * 17 



t3» f. ff»iyHiylrftuf«f /dHmWMrli.- f. «4. Fi»K4»<t-SK 

wovtom Mdi :(VIil.'4)! »■ydlSv'i'il'dni'Gmaiiitieiler }>2, iiioU:iii Bn 
tracb( kommt. .1 u..: .:•->■ ... A\Ji ...,i . i,i ^ .i.w -i.-... 

Fflr die Gleich^g ,_ ^ ,.. 

, , 49!' fx-{-.l)(»-l) = ®xi (läS 

50 \ 1 a 

'''"' ia^teSigl; ar=^26'' für ■x,l'=5,'- 9." 
Drittes Beispiel. Es sei- ■;i' ■■ ■.: i '•< Jüi:- -'U: i -.- . -i" .;■;■ 
,.,M. ;., <s ijs.,12^ == i..3'.7. 1 

Hier ist ' ' , ^^ Uj ^ ^ , 

52. .1,,= .) 5 II 13 «7 19 23 55 29 3- "" -''" "' ' 



.*,.= .X 5 II 13 J7 19 23 25 29 31, 37 4t . « 47 53 .55 59 61 

-*'" !;;-':^"i',Wlf7"43*')'r9 85 109 «„didi.-dio i'=i' ^i'in-^'i mx 

F«mer jsfrar ffle Gleiohpng (1.) 

/ ar, = I DJ 71 135 r4r. r f=. I, 
] a:„ = 5 23 103 121 '"-"' r '—'"&-, ""'"' " 
.l',..|.,MiiJ .M«'i'l'.ll"i„l .41117. 53. '73i,(» ^' -piLi»»,' •'■' 
,si,,i., -lifl .Ulli ■■i'y^^lJbH'S'''li -'85 f<3' i ■ rU"43;''' '■' 

.W. / ar„ == 47 61 65 79 - r= 67^.^' . ;■ ■'■ ■ >t 
j :r„ = 31 59 67;. .95:'. - :.f! te=: 79,. . „ \ 
J x« =s=.S9 43, 18.1. ^ .*i r= 85, 
1 a;„.= 19 37 89 107 - p = 109, ., ..,,,i 

..»II- ir 'i .i !-.: '.V irrt=iai86«0»ii,J5,; .., .:n,=f ni- 1 / .1 
Sodann ist für CK.) ."-'. s ,• ■'■< 

(.111) i ,1'. Un .ij 'S r=o.i'.' .Ä i^TI'^i .<^l '^1 1 1 "1 

"• i 1=126 63 4p |21,J8,,.J*i. ,; .,,, „ . ,,.^ 
wovon nach (Vlfl. a) ^e ^j^tof^Qfare. |3,, 42. nnd. 6^ 21, mit dem Gemein- 
theiler 3:>2, i^cbt_ijl.^etracht.]^qi|aeil. , .^ t 

Für die ^{eichnng _ 14. i; M 4 ■( • 

x= j, fy4=ii'^ !^ *,'ii4-i, 12« 



126, 



! I 
I ä= I, x = 136 - «,i=ft|63, 

iisi,, ,^^=^)I - -'*,l = 7, 18, 

, x = 55, i= 7U..„ ,«,Ahf.Ä.'W. 



7. lÜMyUiH^ tlff! ZaMm«*Mti«w\ i» &4^> iei^,iA.4- eix fSl 



Viertes BtispJeli: Es fei. . ■ •...^ ,..; .^ .ii-,,ri !,,,' •: >■; • •• i" .,,. 

ist; • ■ '■ ,V":\« '■ ■•' I.- '.• / i' ;> >l| i..'. .iV. I ,1 .-..i, .••.' •.■:.i .:'.i; 

60. Z^tss 1 7 II J317 1»a3k39aa »4l4a434»SftM«l «TiTl 73(3:<^79ieiS9aFW«!»l ildlttr 10» ttB «od 11», 

62. r=lond49, also v=2 und 2»=.i6\^IB.>v, , nü: 
Femn ist für dieiCrleioliiiiig (Iv^ /; . - t:>-: !<•: k )•■!. 

jort =9 1 11 19 39 M 4'i: 49^61 71 79i89 41(401 J09>Viri:l 19. fik«<^ 1, 
**^- I x«= 7 13 17 23 37 43 47 53 67 73 77 83^97.l()Ö.JW',illid. «3.far n^ 49. 

Mann Ist. für (44;) <■) •- ■ , ,,•.;; ,.,■,.. ,,,.!, |,„„ ..vAn-» ■::•! . 

■ U =120 60 4O,^i)..?!4i,20 |^^, tL?KA .ü. ..•..• 4... 
(von weichen Faelarenpaa|rep M^ 3» !^i .5,.?4. i»;Kl.-8„4^ .4*<*»-/>-««rf 
mi^ .2, 60},4, 30; .6,20. imd i,(Vil,2 :hiwgw 5; fi^ia,.fieffleimh^ lidieii. ,:: 
l.l ..■';;F*';.»I>®-G1««*'W . ,.:,. .;:.,:...i • .. .ii,.;-,,,,..;» -awx '. •..hl",.' .•, .:..:•■: 

^= i,,ar«^U9,.::H*r..i,M=?=t>^?9t.r. .a 

1 7 

• ■ »; .■P^MV.i'^V. '*'^*'5Äj" * ^ il 4V*^ ^'''*'' ^^V"^* "g äIV r'»'^^-^»'-''- ''^\-> 

;^».J--^ ?''-^^ .'• IMh -il* ... :- f .' ; ■VI .! ?■.:.• .|.. *" 



ist 






67. 



4»:ä«:'Vi^.!l'jpkti»59v- dria=6ti^ii>4b=i^il9.l ifei>v;r>'l'>a»'>a,60, 

^iU2^,-'!;-iU''ii'/\i'=«ö;^:p=*'!pfi'^"^^ «ü^ V^, 

a: = 19, a? = 4l, «p = 79^i ar=«|Ol - x,A=6,20, 

; ■"■' \ i=i'ii,-It^4!9( ';t'iL7r,"*-*^'ie9'-''-' xiX^-io^>i2.-^''-- 

In diesen yencÜkeaei Beispielen wbd nW 'tli^ '('t!X.y'beiÄ%et wie fe1|ft 

ZU sehen sem. 

■\ ' ) i ai- ■■istss.iS im- miemleH'BeU^ ^It nkü .Mit 2.)Wati^tiiOi$luik kein 

•x'*nd l C4B.>, tuidx^iaidei Ite'to^aMlsJi.iiciaMl wli4^;idi.\§k.^ fl»' 
hörigen Wertbe 1, 44, 19 nnd 26 von x (50.> iHUd üi^Ljüb .es .«Ml^.Cilfi«) 
für jTi giebt; gemfifs (IX. «.). : ''» 1. .,;. i-.. 

6. Im dritUH Beispiel geht « = 1 26 mit 0.4. Uml n«i> üiltJ^Vfif. ixl^ 
den FaetorenpaareH x.niMlJtsB:!, 126^.2^63; 7s: 18 nnd 9, 14 (56.), die 

17» 



4- 



182 7. EH€fftk^ied9rSSM9Hikmnie.9.94,t$imKM^7^^ 

hier in Betracht kommen, geht ifin Factor mit 3 und n)it kcfnar höherti Potenz 
von 2 auf^ und die zu der Hälfle dieser Factorenpaare t, 136 und 7, 18 ge- 
hörigen Werthe 1, 125, 55 und 71 von j? (58.) sind alle, die es nueh {56^) 
für Xi giebt; gemSfs {IX. &)« Die andern beiden Faetorenpaare 2^63 und 
9, 14 sind die \x und 21 der Torigen und geben, wie es nach (VIIL c.) sein 
murs, disfMin X. 

Femer zeigt sich noch was (VIII. dL)ibdiaHp(i( Aiciii>an.deln «mtüs 
BmepiiBh DieWtorthe Toni or Air x^a.;=r. 1,120 sind imtieT denen fdr 2x qnd 
^Az=s 2, 60 mitbegriiFeii ti. s. w. 

c. Das erste und das vierte Beispiel sind in dem' FaHe (IX.'i?:}. 
% geht mit einer höhern als der ersten Poteiiz von 2 tiuf, md es giebt Facto- 
renpaare, die beide mft 2 ansehen. 

nn er^M Bcüspiel nun sind die'Wi^rthb 19, 71, 109, 161, f, S9^'91 
und 179 von ;r/ die In (39.) zt den ' Factorenpaäreii 10, 18 und 2, ^gÄ»- 
hören, welche 2 zum Gemeintheiler haben, schon tfC^; die es nach (25. 1.) 
giebt, und die au den' Äeilerfiremden Pactorenpaaren 5, 36; 1, 180; 4,45; 9, 20 
gehörigen Werthe von x (37.) sind dieselben. 

Im vierün Beispiel sind die Werthe von x, we&Dhe in (67.) su den 
mit 2 gemeintheilbaren Factorenpaaren 2, 6; 4, 30; 6, 20j und 10, 12 gehören, 
alle eecAzekn, die es nach (63.) giebt, und die zu den täeHerfremdem Facto- 
renpaaren 1, 120; 3, 40; 5, 24 und 8, 15 nach (66.) gehörigen acht WerAe 
von X sind untw ihnen miti)egriffen| gemfib (IX. €.}. 

Beweis von I. A. Könnte ein und dwselbe : Werth von x in 
;r^==@ar4-r (1.) verschiedene r geben, so mflüste z. B. x'^ = (^z^ri^ und 
zmgldeh x^=z(^z-\-r^^ also, Eins vom andern abgezogen, 

•68. ®« = r, — r^ \ 

sebi^ ;fol^eh r^—r». mit z aufyekef^ Dies kann nicht aein, da Ti und r, 
b.eMe <1^ sMi vnd also «uch rj-rr,.<: er ist. Also gehören nothwendkr 
ZU andern Werihen von r andere x; gemftfs (I.). 

■■■•■ > BewiB Yon IL k«4 lii. v^^. Sie deiefaung «lc»®«.r|-l (2.), 



mit kfmtd ««mm der Werthe Veit ar,, . die der Gleidiiing c, ;«?^it-f ff^ (!•) 
grt i üg llW B i , ■inlHplicirt, giiebt 

69, x^.x)= ®«^r..- 
8ebt nen iiäi wf« In (3.) ' 

• ' 70.' «i.^i, =is®»-f C*^)» 






•••«.v 



* ^ * ; I 



T. EmeyikUfmdie der ZMeHtkmrh.- f. 94. Poim 71^73. f 83 

SO giebt (69.) 

i ; (^«-fC^r))^;«^:®«-^ oder 

also tiiut {Xr) der Gleichung :r^ = ® itr -j- r (1.) genng, und folglicfa ist (o?,.) 
aothwendig ^ner 4fit Werihe yQVi,.^^. s ' . ^ 

C Zn jedem andern x^ , und fflr dasselbe x^ , gehörl' ahec ja (7.0,) 

1 2 

nothwendig effl 'anderer {x^. Denn gflben z. B. die zwei Werthe x^ und X| 
von Xi in (70.) «ä- und dasselbe (jp^), so nififste ar^a?^ = ®«-{-(a?r) »nd 

zugleich ä?| ar^ == ® «r -f (ar^) ' und^ Eins vom Ändern abgeiogen 

' • '• ■ 1 : ■..» •■ • ■■■■''■ 

.72. (a?| — arOov =. ®^ 

I ^ 

sflui,JolgU€b.(.iPi— «lilJSi. mit z ronfgekemr "WM nidit sein knn, da or^ sa i» 
theUerfritmd ist, foli^hnkeiaea der Factorea von ar, >*! mit a; gemtia hat, 

in j?i — 0^1 aUem aber ar nicht aufgehen kann, da Xi und jti beide <C^ sind, 

und, also auch dr|=ur4^<;ar ist Daher gehört zu Jedem andern x^ führ das^ 
selbe Xr nothwendig ein anderes (Xr)^ und. folglich giebt es nothwendig we- 
niffstens eben so viele verschiedene Xr als es verschiedene Xi giebt, mithin 
ihrer wenigstens '2n. 

. ; .. A ^ l^iu^. ihrer ab^ aui^) mcAf fn^r geben Denn; die ^^ fAr die 
yanchiedeneii r Wertiie <yon r rsind J^isaamieqgenommtti o/Za. die 9)0^ zn z 
theilerfremden Zahlen a^, >> und <C 2r> ttn4 Jedieis ,2r^ kommt mir einmal 
vi>r; denn die verschiedenea 1^ Reste r g^heneben daraus hervor, dafs man 
daa pV in (t). ^P .die. y^ar Zahl^, ar, durphlaufen lifst. BerOhrte nun x^ für 
eia-nTuid. da«9ßlbe r niair- alp^ 2|i; Wffihe von )^^, ao »fiftte ar^ fQr ein 
atubftes r nothwendig Mmj^ar alfj^it. versidiiedeaa Werthe haben, indem, 
wenn es anders wire, die Xr fdr djla awei verscbiadeaen r ein- und das- 
selbe z^ zweimal berflhr^ wQrdra; was nic(it s^in kann. Und da es nun 
Air keinT wenige süb !^i^ verschiedene Werthe gebeii kann, so kann es 
deren aoch; nicJU m^hfßrp gp)>en. Folglich giebt es .fflr /Mfen der v Werthe 
von r nothwendig 2 n versdiiedene Werthe von x = z^^ die auch fflr die 
verschiedenen r nac^ (L) alle verschieden sind, gemfifs (11.), nnd es ist 

73. yar = 2ny; 
gemftfo (III. 4.). 

Beweis von IV. E* Man setie für die zwei versdiiedenen Werthe 

ri und r^ von r, ' ' . 



194 7. Eheykkpädie der ZiMmthe4Nrk, $. 94. Fom. 74-^83; 

74. x\^=®Z'\'ri und a?J^ = ®e-fr2, ; ■■] ,;^ ; 
so ergiebt sich, wenn man diese beiden Gleichungen in einander muitipUdrt, 

75. xl^.s\= ^'^^r^r^, 
und wenn man «. i . '» - ri .■ . ' . 

76. r^r2 = &Z'\'r^ .und-' o?^^,*^^ « ®i-}^ü?/' J:iii''"''?r-'^ii 
ietflt^ iaud* (Töi) ^ - ' 

Also ist der aus dem Proiuct r^ r, der Qoadratreste r. und r, nach. (76.) 
hervorgehenden Rest r^ ebenfalls ein QuaifratresL 

F. Multiplicirt man r^ von neuem mit eihem Quadratrest, so geht, 
vermöge iferrattdbi^.Graidev aus'demPtödttct wieder ein Quadraträai« kervor. 
Uiid «o .weiter.:: A|bo ist für «im bettebigfe-^ZiaU'i^a^n'Oivadhit 

gemifs (5. 1.). 

* '^Z' Der BeWeis bleibt derseBie, wenn auch die in ^inanAi)!' IniiAti^'^ 
• cirten Reste VWiianÄw- ^WM Ua^ also ist aich ' "^-r,::^u^l^ .ü.^ 

gemäfs (5. 2.). •,^^r\.\\'y^^ .»m 

Beweis Ton V. H. Da nadi criTO i^^ A>rm* dneä ' dei'^uadrat- 
reste r wiöder ein» der Quadratreste r igfiebt^ 9b ist fA^ eiiital''liÄeMg%]k 
positiven giintMddlgen Eitponenten X^ •» ■ - : .: . ; i»»i:: .i,«;: 

i. Gesetst nun, fflr AmnM der Werthie^ 2,- 3, 4; ;.;.ti^'Ä tei^«^^ 
^/m'cA n so dtirehlSnft r^^ off« die Werthe, wdctte r habsn' ftM^ '^iAlve#>*ir 
hat nur ^^ verschiedene W^the, abo mufs jddehftds ftr dffr ' ^ ^|- tt» ^* ll ll W i 
das erste r^ un^dsrkeAren , und folgli^ mirfe • " ' i'Iwi;: >) uri^j// 

.. 81, -1^+* = ® Serif r seht- ■ • ■ i;)//\ ,;:• ')ai^ij||^ 

Daraus M^tv dafa ®z, tmd swar <S^ Cweil z tn^tkMeffrmi M) 
mit r aufyehemmm^'^ folglieh er|fiiibt sich, Wran man vA r-dtvi^Mj "'»"*' 

82. r" = @»-M, oder r*" =?=* i® ir 4- 1 ; i • 
gemäfs (6. und 7.). 

IC. Aber es kann allerdings schon für X<i^'\'l iülCSQO) ^l^^^t 
sein. Z. B/:ScJM>n Xür ^.«=3 k^nm in i / . . , . ,.' 

83. r' = ®«+r^ (80.) . x ..u* v 



rj^x=r sein. Denn dbdlmli^gtebt (8$.>/4iir«h ^^ divicMt, 

mid '^^ TÖrüMf Meist wird gfft «tto fall di^r Thitt'ivm» JMtai i|»^-' vMolm'^«^^ 
der Quadratwurzdmfto^^T^tt>^'i ivie'z.'Bi 0ak='lf]^ in (S5i)v' wÜ^M 
nach (25. 1.) 109' = ®ar4-l «uibLs ü. ..:•■•..- >:.;) ffi;«.! i-i!:i : -. ■;: 
Selbst schon fOr 1=2 kinn in '(80.]tv ^'also in 

85. r' = ®Z'\-r^ (80.) , | •) 

rj^=r sein. Denn als^^^mn. giebt (85.) ^ dordi r^^r^ dividirt, 

86. r = ®«r^l; -in»-; i....t hwA .-. .:- 

nnd dies ist fttr den Weilhil von r der Fall. Also anch schon eine me- 
driffere als die vie Potenz von;r kanq «i jb: deir<Rest 1 lassen. Jedenfalls 
aber ist r^ = ®a?+l; gemäts (V.). 
-■'• 'ÖeWei^'vbÄ VtV £. mriniiiak(8.)W^ 

Hteriö (Ä) nnd; (10.> getj^zt^^^^^ • •' ./ 

r®«-f (a?)j == ffi«4-<SIj8r-fr oder 

ii#'l.» ti-|lf4*i'i. • ■- •■■il....* *• -..j I - I 

jDietes ij^t die Gl#<*wgXW05iiTOd zjvyw ,giabt yeirmOge (la) jedes finfer« t? 
für (11. oder 90.) ein andeffs (f)v geniftls ^Vi). » . W^y^n^ -ii,. 
iib »: iBewtfSis .ton VIL Ih v :-i rr.i •. : •% ..jk ui;::! . :i 

;ii». •■■•! •..', •:'-;..;/ .% 8». ..a?^:=x (&.«-]- r^'- :;:■.'- ■ -./ ■ 
gjM>t^.«*f4ta^'«Mlt oi'lgesetzlyjlvie aidiön weiter oben hemetkt'^ duseeUe n 
iCMl ailn;:4(;jnUi2 a^f, ^cK^dldii i»i eine! )^am»ZaUr. ist, ^iolM ^.' ' 

JUarift>(89j>>«es0tkts «ieM'/^^:'; i:i'>i!n -> -.:• • - -:--;/-••! i. ::.-^ >'•: 

-.5 AN- '^. 0'.\.\ ,v\ .(^fc + flp)^'.te:Äi.«*+toar4^®tf-^rJ -eAer'^ 

yUsa sMk'\^kr^irniifed! •^^ü^w ^dbeh' a ^ufeaarifcibufteat r^ weldiem öl 
mlBph ihi^' und iM^ich grteÜM': -'< .-»i>--'. v '<•>•,':-'!! -••'{<!;< 

«AiDtotlich .tkn s deteMem QkadrätreHt r^. itilMA M nikU2^^f^ 

Beweis von VIIL' ^M« Wifciniinaiy'«f46''1ff (44.),-if:i .n,:J 



1 ' - A . . ■• 



'" ! ■ : •'. 



1 »- I ^-^MTZ ! /»• _I_:1. .^i- •* 1 litiM ! . ; . ; "- ' ', ' ■''! #■ . i" 



M. (ar+l)(a?-l) « (gxA Cm) 
®xA i2ru9iiini9i€ii in alle seine gleichen nid ungleichen Stammtieiler zerlegt 
vorstdlt, 0Q mi)fs noth wendig iP -f 1 dem. Prodttot ieincr gewiiMft AnzaU. dw-r 
selben^ und ^r — 1 ,dem PFpdoct alUir iMfien^i^k's^. - :< 

Bezeichnet man das unbekannte ^ ddrch 

• 95. ®c=«|l,, ^ 
so dafs in (94.) 

: 96. (x-f l)(a?^l) = xi,riii 
ist, so kann man immer 

=07. ''•■ X -f 1 = ifJti und • 
•'08. ■■ «?-^l =x i;^, ■ ■ •: 

setzen. .... ;;^: -..: - ..• j ■= ;.,! ■■ !., 

In d^ That 4ffl«ken (97. und.jia.) aUe möglipke^^jm» |iw* ifs kann 
nemlich nicht, da x immer <:[tr si^ soll (wenigst^ um 1), x-j-l, und noch 
weniger x—\^ größer als i2r = xA sein: \ also kann nieinals Xy\',\f^^lf^x 
oder =;(X.il| gesetzt , werden müssen., wo x^ pder ^|Z>1 ist. Blofs wenn 
a? = ar— l ist, ist j?-f-l =«r=^xA und ar — l = «r — 3. Aber auch diesen 
Fall drücken (97. und 98.) aus ; denn es Ist für denselb^sii dann in (97.) X^ = X, 
also in (9».7 a?-^ i tt X^^^ , wf» (95.). ^ Fflp ' j^d* äntfero ir < «— 1 fei 

nothwendig sowohl d? -f 1 öb \:r — i < ^'i (= *). ' ' * 

Es kann nun zwar fflr ein x <^z — 1, j^-f 1 .i.)B. Uofli ehiem der 
Factoren von z allein g^eidi sein, z. B. ^r-j-f ^=x^ welches der Fall sein 
würde, wenn x-fl in tr »: xl alläin aufgeht Aber ineb dieaen IUI 
drücken (97. mid 98.) ans; denn dann ist ini(97i) iiitr^'lv «bo 'in (§9») 
x,==® und in (98.).« — l«i®; und wie gehörig <ir-f-l)(ar — l)=xX®. 
Es kann ferner nicht J?-f 1 in ® allein anfg^ieh, M^ a«cb^^<^d'wifa, 
denn sonst wäre nfolge (94.) ar— 1 >*a^A oder xK>^lh=xl, ako «>xi>ar; 
gegen die Voraussetzung. Immer ist ® <C^# nnd*^ kanä^ nicht ar-j-1 blofs 
Factoren von ® wegneiiflmi, andi nicht jBc^ w^ dinn für das AlmMra xr-*«l 
das grOfaere % übrig bleiben würde. Es mub (iv^*^ >*A '*>^<'<^l^'P^<otol'M 
von z in Anspruch nehnira ; und zWar. mufr bs entwedai^^ in z allein auf- 
gehen, welches det obigd FUL l^v:^^ ifki oder ea ikrafli «»=: «r sein, wdohes 
der Fall J7 = £r — 1 ist, oder es mufs einen Theil seiner Factore* ^ins ar'vnd 
die übrigen, mit Xi bezäichnetenii ,euSi.(Si''neJiQien.i : / ! .^ . i : * : 

Es kann nun zwar, wenn man: die Factoren x und X im toraus 6#- 
stimmt, sein, dafs es kein x giebt, welches.dnAdi .tf-j^li gtradd 4« etnen 



inoht'^ilqf»«^ ttfißiMJiiOg ym^iXv'S- l^it, gti>»«' dM!!iilitJrye«l:«)|M«:Ff|Rft)r 

wenn x wirklieh dne ^ons« Zahl ist, m mnb: iio/htfim^^X'\:i v^^iAf 

iff^^^^ ^\,Wk^i^^^^ f T:^ e^^fP't "Jfo nothwendig voik.4pn mög- 
Jijc^e«. F^^^n.,^rjnnd,,^ .y(^.4», dij^qe, Q4er jene, in, Ansprach nehioei^ A|fK> 
wenn man alle x, welche Statt finden, durchg^lit, sq. l^n^ es, !*Wfir ;^jl^ 



sie hafi^n Ap(!nil|r9> fdckt ^rjend em x yabe, welches darnnter ikieht fOr Sie 
(xjdcliimff .jfj[r4-4; für ihn nässende x und Xflbiäe/ ' 

So passen denn aho die AusdrAcke (WI. una 980 ^ ^^e FfiUe, .und 

'*4i" »i'-iy*-'»- '^ i^"^^^TVi"4V' ;'v''''"'' i'V''-''v*- ; % \ »■ »»»' ,4 • ■•»•■•' - ' ' ;-■« 

die Bedinffuiiff m rvill.j. dais :r-f i mit dem einen der Factoren, x nnd a^ 

dr— 1 mit dem andern a^fifih^, da^ heifs\^ dafa,, wie (97. und 98.) es an- 
nimmt, ar-f l:=xA| und ar— |==£^;r^ sei, ist niAht blofs willkürlich, son- 

Es kommt nur darauf an,' in (9.7. und 98.) iipFactorßn n uniit ypn 
% alle Werthe, welche sie haben können, durchlaufen asu lassen , um noth- 
"ii^^n^'dtirk'f^i'j/^^ 9^.^ ^//^'ginkzaläl^en ti^^ von ar<* lu finden, 
ai^'iiitf>«iA'slA\l, d^^^ die dl^ &l^fdMiig ■' '" '^ 

99. x" = @«+l "'' '•'•' •'' •'•• '''■'' 

erfüllen. ^ ^ ^ ^^ '• * '^- ! * ' * 

!.i)>Giebt ni0Si(iimiU«».4iaiar.iS!} Jaden, auf: dies« Weiw 4ew« und X 

tdor Rdhe^liiMküiJi^ak.oder.j^iiaf.keiiÜti^ ans dwMPv welijbeiiMe 

haben können, so lassen sich vermittels der Gleidmngen (974';U«4. 9^> die 

, r r <^; iJlM.iubteliyiif if^^ fileichwien: ^(/97 Ji«i 98d, 

^\ üi) Jil'ji? llfi04\ ri4^^^ =^fA*iff2 lund'.ii , -^^i, vx KhihoMlin 

.iPw/A«ftrCMK»^)»>fqj|ft^ .0a|ih. «i'Uiii;;^ .k^ 
haben können, denn jeder Gemeintheiler d von x und A muft aafo^e (tUKfO 
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K^ fi^' W ki i'jIkt ifit H e IUI»* g« *fcii l lll »rfc i»»5f .«^ ' t mü I w» '^ i4t. 

Müh) f #.481) «Hin M!'4i«'8«hl!!2i iMhtt tafip»!!«», -«i^^lii" AMM^iftM igritt 

liblit-iMOgliohllMv mÜ' dift' eS' Uso.daril farkilM |fintttiU||Mi WtfCüe <lvtMi 
«i «iuid »Vv «M' folglteh «ach garlMfedi 4tik''g^rlg*n-WlMil»ii1toiir d^ glebt. 
lAesM ist WasV(¥III'.!'«<^ beiwtptet. • '-' ^"'*^ v-.imv «inh r-ji'/lü/,- i- .■•.•.// 

- ^'- ''^^aftih^ dM^^g^ti'J^'uiid'X nar i- und i i^ ^(^^i/ikUimii^; iü'ii)^^ 

'^' GMclriin^ed' tlW. imd lOf :>, Vf^ sieh 2e%0it> W^d';''$ltiu'>llA«^, «^Ü'^ 
•^Öit %ehOrigfe''We«ieVotr=af.'' '■ • ^' '■■'' •"'■''"' •";■ •^\^'" '"• ' •'•" 

(f. Man set^e ,neinuch querst, x pnd l s^ien thßuerfrema oder hUtten 




alle daijch 

-itH s-'» r'*-I '-i' »*'; '''102* W'^=== ll^'4-*;^ ^ Ä^^^ r.-i'iiti-»; 'fi il» iii.: 

ausgedrfickt werden , wo n eine beliebige positiye oder negmve 'gaii^ ^™>9 
aber nir x^ und für A^ pie nemltehe ist. 

Ausdruck von 2ar(1010, s<>,<»r^Sl>M^i-5.^|f=.fti?^.f «,l»'-hlftf<^i;^^>.^ 
da xk = z ist (93.), , .. 

104. 2a? = 2nx-\-xla-{-lx„. .i: > .i>i.: 

■v Imii! -^yrtk tum iiick-i$i'nMlo MliiMög«nrmin.<i*«UiKi>iafi>i«iH ::l>^9t%iid <« 

<« sein mufs C^^lt^'\a^tf'neiMB6h'i?Wa^«H^aJiMig'^ 
•4llillNitli^ ilBiii;'<flMil^«''ihd MgiAii^af iriib^^g^ -gväfMdiveiiMnfHten Wer- 
then eifnllen die Gleichung gldcbmfifsig), ^fMgti^^ireHer'^^dirfii ini<104;^ das 
willkfirTidie n nurO und^^l l^ein kann. Dmu »U^'I giebt, da xA^-f ^Xu>() 
und <;2«r ist, 2«>-2«, dW> ap^ar/uid »«st'^I, «• B. schon »= —2, 
i^Mil-^2ir=«^4ii*^iA„->^A«ü, itiii><ei» 4Pi<=iesMik-fee(<AMihiM W^ilh eben- 



Es giebt 4fmiM<^ iii„|^104.)i«ifr 9wei W^rth^ yon x, und diese, n 
n = und ii=^ ^^-1 g^j^örig^ sindf wenn man sif> dvc| x und x bezeidmet, 

106. ,. ar.sp «r — ^(xiu-[-A«„) =.ÄJ-a?, 
WO x^, and ily ans der Gleichung, (100.) zu berechnen sind. 



I • . w 



Nor die swei Wertbe x npd is -r-,x also kfimnen fflr ein tketi*r/remie$ 

■ \\ UHU . >i ■•■»Q- :■•!' 1 .■'-■■ !• » '"■ i '■ f>V'' " 

toren^ar x ai|i A von z Statt finden ; und dies ist was (VIII. b.") behauptet. 
K Haik ketz« -jetzt deil ztMUltn laclh (P.) mögulät^ Fall, nemlieh, 
dafs » mi' 'hi'40ii4f« i MM Miht^ ?' briten;- ' •■^■<->'-^- -■ <i'> • •'''' ■>'l> «"v>v/ 

>^' >JUsdlllW'MII«iii<Ml W«h «» l^t.},^ dti> sie non 

lwl«»«tt>2<'<div)di»f!'v#eMlW>'kOlfli«i!i,^Mf! '■ •» ''•••■ •■ '"' '""• -i " « '"••' ■'»' ' 



!■; ' '" 



t >«'^ ) 4m^'>liiM[0l> gMt M''1«<eder'iiMh>(^.-^.'m2^>-«JM^<«»tf->ito 
Werth yon A^ >() und hier < ^X, und «in«» und nur l»fkMii'Wl»Hti"'^tt 
x^ <>iO iill)i''M«llr'>^4W>. l4M*J^r'<C(l«HJkaiig'<^fl9r:><gieMi^^ welche 
f^edM* 'tareh*')e,i' iMiuV ^V^ibhiMir woMm mog«^. 'DiMgleieheti gi^'es 'UM 
tf. M.^iAO Wtfr'ulMailg« •MlAar»' Wwth» yon x^ xuA A^, diel 'Ml^'^^ayi^b'*'* 
\iti«, i. • ..!•.!, rill AsV. .iA»»i99ytX >^Mt=a ikfliiir4'it;,-' nnfÄ' * •■■'"' •n-osi-il ,i»iii>-. 

110. X, = #>f A^'^" '•'''•'•' "•= ' "■*'"■"' '■''•' 

MbgdMeki ir«KlMi;'lWor mäA* iMMMf^-pMltiVe »d^ lie^ltVe j|^ Zahl 

aber för x, und i, die nemHeke ist. •' -^ .'- '" ' ü..«!"' •••>«'' *»\»^'>^>' 

Setzt man non wiedei^'flto Atasdrfldte yonyi^nnd A^ (109. und 110.) in den 

Aosdrack von x (106.), so ergiebf sieh X't=n:^\^X-\-^xiy\-n.iX.^-\-^lx„^ 

*<-»'-' '■ 'VV^iHbi m^ii^ «nd'Ai'^iiii' -mögen i «an WeUti'Mtr'il^ •:^ (y'^d'<'fife 

«ad- i^>t>'0 4ik»^^^K'ig^, 'mknUs 'folgt^'-'-Mil-IX«'».',^ Aw^) ftfimmm :i)^b «Hit 

"0 •>■ Al»rA8i<^ilid^AilM'ilaNiA^^'«dlb 4lBri>Wetth'yiMi x- 4MftMfy^>>0 dttd 
:^li» My^>iiuflJi'\4«gf ¥MiliOei»>Ctt«)>-%^it«i», i*ift •<•««• dle'¥f6r VtMlb'^i^; 
— 1, und -j-l haben kann. Bezeichnet man nemUril->liAi>'«a «>iiäil9>^()ü 

niren positiyen yvOTtn yon x larcn x, 019 andern nerthe von x rar «=.— 1, 

» = -[-1 und ns= — 2 durch x, x, x, so.^ebt <m^.]|.|.<') „i ..f« ihünrii; 

18* 






112. \ I i ^ -,.. 

3. a?^= ^l^-f a?, ftti>- ni^' + I, 
\ 4. ar = — «4ar,' für m = -3. 

Von aUen dicisen Tier x sind ^e Werthe, da. o? <d^ isL Michenffjei g Aoi 
!>P nitd <«; wie es sein s.on. Aber s<clion n==-|-2.mia n=— d 
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wovon die Werthe zeichenfrei >a[.:«M(4: undv«^ «jb^ 

^,. I^Weri^0124>>Tan.^vW<l 

(17. und 18.), nnd also giebt es fOr jfides F9(4WfniNIMfi^/aiN|i;^/1iPD«r^iW 
den Gmieintheiler 2 hat^ wie» es CVJII. «.)bebaapt9t^)pj^ Werthe von x oder 
»wei Wertkenfotwe dieser GrO^ft^ fOr die Gl^qMuig x* = ®z^\. In 
(|«A; AmHkOBMP idM«eI^m*(U2.) .niäll»«n;.|f,..wid^4.i«ni> 4«) trMckn« (107.) 
||^|MHMV/w<HrdM|.. . V,:,; hü!- • ..- ,i./. öv^'H 

>,:: jSti/Vyir. Juiben bp8:tiel|er.g<ifliBttenvd»üni»!lar iedf» * tf »rt wi nf ti iFactorepr 

PNffi ic.imii^ .v<mNF entvire^eir ,4wi A4ec (Ki0<ii:W«rlbni|ia«)Wi von ;« «idM^Mdie 
der.,Qlfiici!wg>.ff' = ^.«^^l .gepagtbwv er*t«VfW Ti^flWx«. ai»4.ii fkt^fremd 
sind, letsteres wenn x vmi.X die <Za|il. 2 zun; GeßfßiniAdter haben; und nur 
diese beiden Ffillo können voikooimeVk .< 1 1 

»ünunte Factorenpaare ypn «r, z. B. >-t'\«u<v, vi!i ,; tini v. ; u -. . !■: 

li >!l III \.^'i \ i'i-- '114, *X,^^\tf_ midi')!, iv. Iti, I !;iilll !.\!-.'' 

. s.^j. • Hi5' . «'IT P!*.-«.! si;;':- ^^' .< rOl ) •»■. \H, I .io.);ii- ■./. 

SesMen Werthe von x geben können; denn da ^tKiilj^WßcJi iMt^:y^^i\^tffßM 
der üherhimpt für ein gegebenes « nftglidienv venfiißienen WertAempamre 
yon a?j,,.f|ie die Qlei«lvang «?^«=^^«Tlr^"^*fl®«9i ** fin^Mi,, afin4,l«rar eben 

mnfs man nothwendig wissen , welche verschiedene heptifyrte. ^ffrtor^iypare 

die0e.]ijK«irthe .YQü 4P> w^nn «mip .diA.FAcloqepipiwiiri.VfiV^sM^ 

od<n; .mahrt m li -^ i Mbi#tt>i ü ^m:ih :i,.!n-..v»M ..iik/I fiMomi i lum •.) .. 

T. jfL Man setze, jri dem Ende'aT=jr (ii^OuS^P ^e.nettUieAen 

. .. -i^ i:.! "vVJi:^''' . ; .«»'•Toni: jTTi . t, i.niili "irnov '^ij.'ft 7( n'»4ilr»rOu r'tiji- 

^ wie xAsss« (114.). Alsdann mufis, wenn man fflr ar=ar in :r=:9ii;-f i, 

ahnlich wie in ddS.ytdr'k^iOL; -'■ ' '^ ''^»"'* - - ^ <'*•' I -^ 

'^1 
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/. 'EneßUßllA dir tmkhmM r UV ^'% ML- r«m^4««wH28. Ml 

118. X — 1 = rcTii' 
also yermöge (97. und 117.) iMd (^. ' uttd' HS.) ' 1. ! 

■ lift' ' ' ati == jril|J imd 

120. ra^ = Axi ' ' 
sein, wAhrend su^eich Tentiöge ^(114. nnd 119.3 ( 

121. ar = xi i 
ist. Desgleichen muts zuglekk mit 

^ 122. .,' ■ii^Ai'=p xx,+i"(iöo.) . ■ ?.:' 

yermöge fH?* und 119.) , \ 

, i<423, . ar. =; ra^+2 «ein. 
6. Nun setse man., der ardfife Ckmemtämer von x ma a sei (f« 
von l nnd r aber f. nnd es sei 

M^ «pi^ md f ^ np(|. f :^j ^Bottiw^^ 

c. Man setse[,4^ Ao^drOdLe von^x ind Xj a nnd r in (121.), so 
ergiebt sich k^le^^dte oder,, /; • 

mi iintm folgt, ifrepli4>™4 f« / q^4 t ü^tUer/wimä sUidtd^fe A «• ^ «lu/ 

0,imJ\.iHkr. « ^,4 f»*.f t», if fUffy«^ mflf^f .WMl; fo|g»ii ,yei^e (124. 
.;i v!..| !<.! .iMfoi iiaUe leben M;jiK4:J).iis4K(^skie,ifOftjX rop^^ i^.q wd.T.'in (119. 

■1 ■.;!.: . .:: J i -.1 , ■■.: i.v :.:iil4.^Ti, :..,#;ri„5*? A|^,.;;|^; .,;.,!;,, .„,„ , ,^ , 

Hieraas folgt, da Ar und 9, /.nnd ^ lA<r^/if«aH/ f|fid, dafe « tu X,, A; m t, 
tmJ / in Xi, l in Ol aufyeke» mufs. \. , 

m 

e. Vermöge (e. nod ÜTy itefir alsol k i^.% und ««^IncA in Ti , nnd « 
in l and zußMeh in ii, d8<tf /'in X'^nkd »m^Mek in Xi and I in a and 

^ Wenn abcr''W*yi' iA> i liMtf V/'«i^Jte >«i%«ltt, •«»' iMft^es yer> 
möge (123.) Sm^W^ ktt^eliJm (i|.'18.3$ #«0»^ in 1 and' Jt(l «tryfet«A aaf- 
geht, so mofs es Y9m6^(f^.y'ltH«Mk üi''^ «fel||«iieB. 'Aotoh /, wenn es 



zugUich in x und X| anflg^eht, qm/b yenoQge (1#^} in 2 aufgehen. Und l, wenn 
es in (T nnd a, zugleich aufgeht, mnfs vermöge Ci^> glfklMplh W d) ^ffeelMii» 
Die Zahlen k, / Jtf^i < .wBssen ^f\do ßämuftili^h in 2 aufgehen und kön- 
nen daher nur 1 oifer 2 seip. v , j : 

^. Daher kann in (|94.iim4i(1950 »WT; i.Til |i»u T*M Miöm-w u-fu 

i»,rf, 1. : ^ == J, , oderi! ?fl= 2 d; 
129 ^ 2..a = <>>iOder(,Vf=2J; 

4. ; ^ = e,,. oder rr == 2 e. 



also nur ^ 



130. o=ix oder (T = Ax' oder^*lJ=3x imtf 

131. r=i* oder r = ^X oder r = 2il 
sein. Es kann aber nicht zfigleick a = ^x und T=f=4^*> auch niiAt ^üläj^dt^ 
(T==2x und T = 2l sein, wenn.^t W^aJcA xil ist' (121.). Also kann nur 

132. a = x oder ai=\x oder. a = 2x 

und zugleich , . 

133. T^^i dder V=2A odei^ 4 = iX sein. 

h. Haben x und X^^en CianmUhaler % unft wtst man das GMehe Toa 
(7 und r voraus, so reaiii^eh M di^ böid«iit CffeiÄteh 

Ganz wie in (c. und ifO folgt, 'dafs',«iben wie («•) es aussagt, x je 
in r unif ^,, '»''je;'» >' ih^^ &'%'iuid ie^yd'f Jt» it'^^ü HHh«^ Imkl 

^MeA rafi^hda thüft, d^im altes dies £o3||t äiA deff'imV^rAidert'tatikeMleii 
Gleichungen (121.;) und tlf^'tindiaO:). ^ Dagegeiii abet" MiA(M> li«i^lfc^<U^ 
t und f statt t und 2''SMe iit f/^' '^ ^ 1 ' licflB ,< ti^^^ in 

(134. und 135;> In die Zahl l''r<teht^rAand, ättden/'W^'tt* dfe ftM^!t^m 
(122. und 123.) nur allein 1 'Mrfgettt* Aba kmin hier,'Statt wie in (129.), nur allrin 

136. 'Jt^rcTy VT=-#-fcnd 

und folglich nur .'**** '.r.^' .• ■• . ;% ^ \ tr \ \.tK\x 

i. Es folgt also, zusammengenommen, dafs ,vA\v.i» ai Cov^'^vv^ 



■Ji.: 
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und wenn x wiA l den ^WiliMlRliir 9 halita,,^ «9 gle w^jfiAr ihäm ▼* 
IT ^oiid jk vetiMtftMleik^v^tAcMi^^aa^ iv A» (Ito >lMiilMli^'ä& . . 
^ ' ' A Ss iNrerden^iiim dleiA«nilibe te^'*^) ^«f^^dla '^veiveluad«!^ 
w«k)he^imftb]iiiM»'k(HMMmV'inn?i^^ ..• .üsoii*.: •:>•/ >.r.K-! 

<Miyi»V w l K ^«) MdeiWe^er ^4» riMk fdl*8lttVtm|rdidierJuatti il^{18».knAil4^ 
^fa^ dr=i=rir..mid -«-.^AvMlfi. '^Akö-'gtlte ^item'i (*0iR' Giddens' ^F 
ton s illiM<6tiV'a:^.liiid M ft^^ imi 

« lüHt^ MI Wertheapamr Vö» ar.((^.},^ alM ttt'\wkik iM§n jr im^a ihmütp^a 
DiesM-behanjitM (VIIL'd.^ . ^-i- '««^^ ^'" '■•'"^ •• i* *'--**•■ ';■ V^.W • :! 

Midarli- iiii^ 0iM Tofa ihium Hl ee, ^4n 9äiar& peraih , 0o> rind ^» «ad ^Q^ 
^uMM ZaUei,' ii^fiin Bt'jjr^raA'iMyiimdt'Sj^imid i^A'irfttdi^s^ w L}^mNtiß 
igt Also giebt dann nach (139. nnd 140.) 9 «ufser (T = x und .^«=»ii^iiBi 
ArMw Patt 'Hbdi '>9>it=^x nd' t:'t±:s QfA > dnd im' Müttniem FaU aich^a = 2x 
jSJU/jf f a=^4^1i'äK0MfAiai ^>- nml folgttidi gitblesr daim In 4e» eiMH und dem 
tMWk PMl #te nftüa» FaMiiraiptar l^r-^indv ^l> oiev; Ihxiad'f^lxom m, 
welchem dieselben x zoiuHniiM, wte4eiFiiieloPk^pMRiin j^mtäl sdbaL 'Hier 
gielK^es iiM-AvtMler\«IM--nilei'<^ ^> ."' ) :i--' — :•* -■<* 

' cft Igt KemiMi: voiridig rt a tfgi/fc ^iä wrfiw x imA^l, it vmst gemie, 
aber Mir di^ck die «rate i^otaM voi^d Mheilba^ wliii^V wieria (lu),<i uä^ 
^amiir iai^ so^ ist wBgakttrt ^» im^j^iiif^ nd ^9 ^ fimnlri abo kommt daw 
dM MaMla Paetiareiqmar ^x and'2^;' wefefaiMi ' nadk: {iu} ^liMrfA»» ;dr girtt, 
ivie sT «md A adUbal^, nfttaar den vefBcUädenMi Faära« theüarfiremdw Factorem 
Yon z selbst vor, da einer mit 2^ anhebt, wArmd; deitamdere ungerade isL 
Aeft 80 verMt ea skb, Wmm ;b «i!ff#r«tomid>i< niiti;2^itiieilbar irt. fii diesem 
iEtfl ali(y'koniiDt'jedeaWerdmipäat. voü^xv laeklmr ast diaaea Avt tmrPaota--^ 
tiMpawan Ta«'« 'gahArC, aaMMMd^^o»}wgemabt(ViiL!a>i 

ßv ' Ist ' d n y ago it "roa den maii* j | i i giji <git x nd -^A^i x dmrch cüna^^ ^^ 
A«^ ifc die aaato {^Men^^oi d thelHwi^! wAaetad^ii^m^^ i^v 10 find 



und 21, wriches nach (6.) limHtm «. giebt y^e x und X selbst, unter den^ 
jemgen Paaren von Factoren vot, die. beide mit 2 theilbar sind. Eins der 
Mden WerlheBpaitf«:iyon »^ViA^riaii» PMorMpttf MskiOiy 

MLonmen, ist also dann- daswhier,« ip lukl 2; gah«i%»A^ fOfSf^^ 

Sbeli ao TwhäU'M.aicih^itnraBn ir «BgM^ iii:hilid/X.iitt einetf ^höbern als 
4er enileki Poteis Ton 2 wfgdbl; gernftb (YiIL.A> w '^ . ,1^, ..- ii.»ii 

e. Sind die Factoi^k «Und A «Ml iM<^r«iHlp aeiu^ mit Üi^e^ 
mrimIkmUlirrWo band: der . eidt ,▼«! de* hridelii» «. B^ : a«/ nur ^lllit d«r ^r«/M 
Potenz von 2 aufgehen, wenn aaeh der Md6re.:mit:6iMrii(MMniJPliteiia.]rm 
Migefat^ indeirf -m un4 1 k^^\9rtlft0^ (BemebUAeiter al». 2t haben. J[önnen: 
isbo itt daiili |x uBgeiM«:«!! iSA gerade *id i« nmi *jik;ämiitämi$itfir4^ 
üsflan» gUftt es dann Jnitar:Mtb (;T^>> Aktn a»deras Facttoenpaar a opAr^ 
Ton zi wdchaa dieselbe^ t s M s» ^ Warthenpüurd t^n-ongibe, wiev**.««! ^^ ^k9lF 
4un gii t ai u !i id das awwle Wettbeai^aa» von >d, -welrtea fmohi<#ir /^> Uatv^ 
hier theilerfremden ^x und 2X Statt findet, wie ^ort^ bemtRkt, innteR.d«! 
WefAenpannsli von üT enthalten, die dim ^darok 2 gbmeinth«ilb«ren :^ und l 
itikomnett Bben so ThrhAlt es sUi^ wten k nur mit'.der ersfasü Potanji nn^.2 
Mgebt, vthrend ¥ibllj9icht x mit eiiler hfih6nl<jds der ersten PotbiH V4MI&>^ 
theilbar ist. ' . - ^ { *i' ' .-.;:. ■■ .,„' 

So folgt denn, dafe untef den Werthen Ton Jt, welche FaotorenfKwrf» 
m nndl mhomanb, «e bmI.2 geiBeiDthhilhilr3i*d, zngleiektficjteigw mit yjffh' 
kommen,; welche. dea lAW A^ilswirfsii Fadorenpaardn eaisprecbM,.4arett.etl|flr 
gerade^ ider eidara wwjywrHafaiist; getiM^.(YIIL a>), - As ^iv. :,; . 

r. a. Der erste Fall QU. n.) findet M*MMv/atti* SlaH% memif 
$dh^ nicht mit. 2 aufgeht^, und also. üiifJiriadstJaL . DlBÜi.dana:iSind>in allen 
theilerfremden F^elorinipairen Ton « ^«rVIs. Factorei iw y n Wi f fti rB» gidbt i^li^ 
dann ^or Asme Faetor«p, did^ mit 2 ansehen: Also giebt ea dan: so^vie^ 
verschiedene Wm1he|ipaan;ar. und; « t-*# x. .yont «^ als nenpfaiedems theÜMcfreai^e 
Factorenpaare rön. är; und diese.'WeMheTonxr.rindiaffc^ welahe denCrlek^hnng 
a^.==:;(gfa:-|-l geaagthuh'vigemils (UL.a). -.h .;.< »-.Mr.- 

A. Geht « nur nüt.der arWtm Polans von.2.ataf, so.gitbt/ ^"^ 

Paare von Faetoren, diev Mifa imgerade sind, , wie in Xß^ > taoobi durch : 2 ga«- 
meintheilbare Factonenpdire; mllfain iiifir..Pahm. von FMidreuf desenKOiMfitnit 
2^ aufgeht, der andere-imit^ä^gar id(M; tfso -iiur 'Faoloce^iii^ der Art 
iwie in (I7# i^. aj>;>\l)idsduF«dloffenpaam ij^eben dana «^ attab, ide 4i Mmß 
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andern giebt, aUe die yerschiedenen Werthenpaare x und z — x von x, welche 
der Gleichung x^ = ® «: -f 1 genugthnn ; nnd zwar giebt schon die Hälftp. 
dieser Factorenpaare n/Za Werthenpaare von Xf weil naeh (17. 6. a.) jedes 
Werthenpaar von x zweimal vorkommt; gemäfs (IX. 6.). 

c. iSeht z mit einer hohem als der ersten Potenz von 2 auf, so 
giebt es aufser den Faclorenpaaren , die 2 zum Gemeinlheiler haben, zwar 
Paare theilerfremder Factoren von z, von welchen nur der eine mit 2 auf- 
geht, während der andere ungerade ist' aber die zu diesen letzten gehörigen 
Werthenpaare von x sind nach (IT. c.) unter denen milbegriffen, welche zu 
den mit 2 gemeintheilbaren Factoronpaaren gehören. Und da nun Paare von 
Factoren, Ai% bmde ungerade sind, in dem gegenwärtigen Falle gar nicht 
vorkommen, so sind hier die Doppelpaare der Werthe von x, welche den 
mit 2 gemeintheilbaren Factprenpaaren von z zukommen, allein alle diejeni« 
gen^ welche der Gleichung ar'*=: ®«r-fl genugthun; gemäfs (IX. c), 

Anm. W. Der Beweis von (VIII. und IX.) beruht insbesondere auf 
der Zerlegung von &z=^®xl fflr die Gleichung x^=z&Z'\'i in die beiden 
Factoren xl^ und Xx^, wenn ®=^Xili gesetzt w|rd; deren einer dann =^ j?-{- 1, 
der andere =ar — 1 ist (A^.)- Dieses giebt aus den Gleichungen (100 und 
107.) die Werthe von x^ und l, und durch sie, vermöge der Gleichungen 
(101. und 108.), die Werthe von x. Die Untersuchung, ob mehrere Factoren- 
paare X und X von z dieselben x geben können, geschieht insbesondere da^ 
durch, dafs man in (T. 6.) die größten Gemein/heiter von x und a, und 
X und T in Rechnung bringt. 

§. 95. 
Lehrsatz. 

Man setze für eine beliebige ganze Zahl z, die immer durch 

1 z =: 2 .Pi'p/Pa'. ..p/ 

ausgedrückt werden kann, wo die fi versehiedetien p sämmtlichSlamm'- 
zahlen >> 2 sind, indem für den Fall, wo z den Slammtheiler 2 nicht 
enthält, nur m = gesetzt werden darf, 

2. z = xX. 

Femer bezeichne man von den verschiedenen Factor enpaaren 
X und X, in welche t sich zerlegen läfst, die Anzahl 

CreUe*8 Joanial f. d. If. Bd. XXIX. Heft So 19 
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1. Derjenigen^ welche thülerfremd sind und 2 gat nicht eiUhaltM^ 
durch r^; 

2. Derjenigen f welche theilerfremd sind, deren einer aber T zwn 
rt J Factor hat, durch TjJ 

3. Derjenigen, welche thülerfremd sind und deren einer eine he-- 
liehige Potenz von 2, höher als die erste, zum Factor hat, 
durch r,; 

4. Derjenigen, deren gröfster Gemeintheiler 2 ist, durch t«. 
Alsdann sind die Werthe von X|, r,, r^ und r« in den verschiede^- 

nen Fällen, welche für z (1.) vorkommen können, folgende: 

JFterm>2, /ör m = 2, /Örin = l und für m=^0 ist 
= 0=0 = 2^-^ 

^ . ^, _ = = 2^ «= 0, 

2f = o/* — =0, 

2/1 = 2^*"* =0 =0. 

1. Es sei 
240 = 2*,3.5, wo also iii = 4>2, /u = 2 ist- 
Die sämmlUchen Factorenpaare von z sind folgende: 

i K= 1 2 3 4 5 6 8 10 12 15, 
^ { X = 240 120 80 60 48 40 30 24 20 16. 
Factoren x und X von der ^r«/en und zweiten Art (3.) kommen liier 
nicht yöt\ also ist*T|=0 und r2 = 0. Factorenpaare der dritten Art sind die 
vier 1, 240; 3, 80; 5, 48 und 15, 16; also ist hier r3 = 4= 2^; gemäfs (4. 3.). 
Factorenpaare der vierten Art sind die vier 2, 120; 6, 40; 8, 30 und 10, 24; 
also ist T4 = 4 = 2^; gemfifs (4. 4.). Die beiden nocli übrigen Factorenpaare 
4, 60 und 12, 20 kommen nicht in Betracht, da sie 4I>2 zum Gemeintheiler haben. 
2. Es sei 
7. 2^ = 420=2^3.5.7, wo also m^2, ^ = 3 ist. 
Die sämmtlichen Factorenpaare von* z sind folgende : 

j X = 1 2 3 4 6 6 7 10 12 14 15 20, 
• j i = 420 210 140 105 84 70 60 42 35 30 28 21. 
Factorenpaare x und l von der ersten und zweiten Art (3.) kommen 
wieder nicht vor; also ist T4 = und r2 = 0. Von der dritten Art (3.) sind 
die acht 1,420; 3,140; 4,105; 5,84; 7,60; 12,35; 15, 28 und 20, 21; also 
ist rj=:8 = 2^; gemflfs (4. 3.). Von der vierten Art sind die vier 2, 210; 
6,70; 10,42 und 14,30, also ist T4 = 4=2^-'; gemfifs (4. 4.). 
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3. Es sei 

9. «r=:630 = 2.3^5.7, wo also «i = l, ^=3 ist 
Die sämmtlichen Factorenpaare von z sind folgende: 

) ^ = 1 2 3 5 6 7 9 10 14 15 18 21, 
• j X = 630 315 210 126 105 90 70 63 45 42 35 30. 
Factorenpaare x und X von der ersten Art (3.) kommen nicht vor; also 
ist T| = 0. Von der zweiten Arl sind die acht 1, 630; 2, 315; 5, 126; 7, 90; 
9, 70; 10, 63; 14, 45 und 18, 35, also ist t, = 8 = 2^; ^emäfs (4, 2.> 
Factorenpaare der dritten und werten ArX kommen nicht vor; also ist t,=:0 
und T4=0. Die vier übrigen Factorenpaare 3,210; 6, 105; 15,42 und 
21, 30 kommen nicht in Betracht, da sie gröfeere Gemeintheiler als 2 haben. 

4. Es sei 

11, « = 1575 =3^5^7, wo also »1 = und ^=3 ist. 
Die sämmtlichen Factorenpaare von z sind folgende: 

j X = 1 3 5 7 9^ 15 21 25 35, 
• I ;i = 1575 525 315 225 175 105 75 63 45- 
Factorenpaare der ersten Art sind die vier 1, 1575; 7, 225; 9, 1.75; 
25,63, also ist ri=4==2''"'; gemäfs (4. i.). Von der 2ten, 3ton und 
4ten Art kommen keine Factoren vor, also ist r2 = 0, t3 = 0, r4==0. Die 
noch flbrigen Factorenpaare haben gröfsere Zahlen als 2 zu Gemeintheilern. 

Beweis. A. Da von z nur diejenigen Factorenpaare x und X ge- 
sucht werden, die entweder theilerfremd sind, oder die keinen gröfsern Ge- 
meintheiler als 2 haben, so kommt es auf alle die, welche irgend eines der 
pZ>2 in X und X zugleich enthalten , gar nicht an. Es darf also keine 
Potenz irgend eines p zer fället werden , sondern immer nur die volle Potenz 
in X oder in X vorkommen. Man kann also in (1.) 

13. /^x=Pi, pl'^P,, pl' = P^, Py=^P,. 

und folglich 

setzen und hierin die P als untheilbare Zahlen betrachten. 
B. Gesetzt nun, es wäre zuerst iii = 0, also blofs 

SO kann man zuerst x = 1 und X gleich dem Product aller P setzen; sodann x 
^eich jedem der fi verschiedenen Pf X gleich dem Product der fi — 1 flbri«^ 
gen. Femer x gleich dem Product jeder zwei P; X gleich dem Product der 

19» 
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fi — 2 fibrigen. Weiter x gleich dem Product jeder drei P; X gleich dem 
Product der fi — 3 Qbrigen u. s. w. 

Daraus folgt, dafs die Anzahl der verschiedenen Werthe, welche x 
haben kann, keine andere ist, als die Anzahl aller möglichen Prodncte von 
einem, zwei, drei bis fi verschiedenen P; wozu auch noch 1 kommt. Diese 
verschiedenen Prodncte enthält nach (§. 2.) das Product 

16. (l + Pi)(l + P,)(l + iP3)-...(l + ^^) 
sämmtlich, und ihre Anzahl ist nach (§. 3.) =:!2^. 

Aber offenbar kommen auf diese Weise die verschiedenen möglichen 

Factorenpaare jedes zweimal vor. Denn wegen z=^xX ist i=— , und — 

ist ebensowohl ein Theiler von z^ also ebensowohl ein x^ als x selbst Die X 

* sind nichts anderes als die sämmtlichen x selbst, aber in umgekehrter Ordnung. 

Der verschiedenen Factorenpaare giebt es also nur ^.2^ = 2^""^ und daher ist 

17. T, = 2^-* für m = 0: 
denn die Xi Factorenpaare Sind es in (3.), welche, wie hier, den Theiler 2 
gar nicht haben sollen; gemäfs (4.). 

Factoren , welche 2 enthalten , wie (3. 2. , 3. und 4.) giebt es hier gar 
nicht; also ist 

18. r2 = 0, r3=0, T4 = für «1=0; 
gemftfs (4.). 

C Gesetzt es sei weiter in (14.) m nicht =0, sondern m=:1, also 

so kommen nur Factorenpaare der zweiten Art (3.) vor; denn alle haben 
nothwendig den Theiler 2\ der sich immer entweder in x oder in X befin- 
den mufs. 

Man bezeichne die verschiedenen möglichen Prodncte von einem, zwei, 

12 3 u 

drei etc. P zusammengenommen durch P, P, P, . . . . P und bringe den 
Theiler 2 ausschliefslich in die x^ so werden durch 

X = 2, 2(P), 2(P), 2(P), 2(i^) und 

Ä /i-l ^-2 ft-Z 

X = {P), (P), (P), (P), .... 1 
sdmmtliche Factorenpaare von z ausgedrflckt. Aber alle x sind hier von 
den X verschieden: denn alle x gehen mit 2 auf, alle X nicht Die Anzahl der 
Factorenpaare r^ ist ^^o die der x in (20.) selbst, und diese ist gemfifs (0.) 
s=2^ Also ist hi^r 
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21. Ti = 2f und ri = 0, t, = 0, t«=0; fOrM=l; 
gemäb (4.). 

D, Es sei in (14.) m=2, also 

Factorenpaare der ersten und zweiten Art (3.) kommen hier nicht vor, 
denn kein Factorenpaar ist ohne den Theiler 2; wenn 2 in dem einen Factor 
nicht vorkommt, so kommt in dem andern nicht blefs 2^, sondern 2^ vor. 
Also giebt es hier nnr Factorenpaare der dritten nnd vierten Art (3.)* 

Die von der dritten Art sind diejenigen, deren einer 2 gar nicht, 
der andere 2^ enthalt. Sie werden also ganz anf dieselbe Weise ansgedrflckf, 
wie die in (30.), wenn man daselbst 2^ statt 2 schreibt. Ihre Anzahl r, ist 
also , wie die der dortigen , == 2^. 

Die Factorenpaare der vierten Art sind hier diejenigen x und l^ welche 
Jeder 2 zum Theiler haben. Sie werden also nach der Bezeichnungsart von 
(C) durch 

Jif= 2, 2(P), 2(P), 2(JP), .... 2(^), 

( A = 2(P), 2(P), 2(P), 2(P), ... 2 
ausgedrüdit. Hier sind offenbar^ wieder die sämmilichen l den x in umge- 
kehrter Ordnung gleich, wie in dem Fall in (A). Also ist die Anzahl r« 
der von einander verschiedenen Factorenpaare nur, wie dort, =2^^\ 
Mithin ist zusammengenommen 

24. T3 = 2^ r4 = 2^-\ rx = 0, r, = fflr.m = 2; 
gemfifs (4.). 

E. Es sei endlich in (14.) m >> 2. 

Auch hier kommen Factorenpaare der ersten und zwüten Art (3.) 
nicht vor; denn kein Factorenpaar ist oAim den Theiler 2; und kommt 2 in 
dem einen Factor nicht vor, so kommt in dem andern nicht blofe 2', sondern 
2"* vor. Also giebt es auch hier wieder nur Factorenpaare der dritten und 
vierten Art (3.). 

Die von der dritten Art sind diejenigen, deren einer 2 gar nicht, der 
andere 2"* enthält. Sie werden also wieder ganz auf dieselbe Weise aus- 
gedrflckt wie die in (20.) ^ wenn man daselbst 2*" statt 2 schreibt. Ihre An- 
zahl Tj ist daher, wie die der dortigen, = 2^. 

Die Factorenpaare der Herten Art sind hier diejenigen x und l^ deren 
einer 2 , der andere 2""~^ zum Theiler haben. Sie werden also nach der Be«* 
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zeichnungsart Yon (C) dnrch 

x= 2, 2(P), 2(JP)i 2(P), ....2(^), 

X = 2"-^^). 2'^-'{P), 2'^'(!p), 2'«-*(1p), 2'--* 

ansgedrfickt Hier sind offenbar die sfimmüichen X von den x verschieden, 
wie in dem Fall (C)« Also ist die Anzahl r^ der Factorenpaare der vierten 
Art, wie dort, =2^- 

Mithin ist zusammengenommen 

26. T, = 2^ r4 = 2^ T| = 0, T2 = für »i>2; 
gemAfs (4.)- 

§. 96. 
Lehrsatz. 
Es sei % eine beliebige ganze Zahl, die, wie in (§. 95.) , inaner durch 

z = 2 .pi'.p2'.pj'....p/ 
ausgedrückt werden kann, wo die fi verschiedenen p sämmtlich Stamm'^ 
zahlen >>2 sind. Alsdann ist in der Gleichung 

2. x" = ®z-f r, 
wo X und T zu z theilerfremd und <lz sind, die Anzahl n der 
Paare zu z theilerfremder Werthe von x, die zu einem und dem^^ 
selben r gehören, also die Anzahl der Quadratwurzelpaare zu r, 
für jedes r gleichmdfsig, also auch für r = l: 

3. n = 2^-* für m = 0, 

4. n = 2^-* ßr m = l, 

5. n = 2^ für m = 2, 

6. n = 2''+^ far m>2. 

Dagegen die Anzahl y der in (2.) möglichen verschiedenen r <Z^^ also 
die Anzahl der Quadratresti zu z ist, wenn, wie immer, (pz dieAn^ 
zahl der zu z theilerfrem den Zahlen >>0 und <iz bezeichnet, 

2n ' 

WO n, nach den verschiedenen Werthen von m in (1,), ^ Werthe (3. 4. 5. 6.) 
hat und nach (§. 81. 7.) 

8. yz = 2™~\pr\pr'-...p;^"\pi-l)(p2-l)....(p^-l) 
ist, so dafs also (pz und 2n, folglich auch v, unmittelbar aus der ge-^ 
gebenen Zahl z (1.) gefunden werden kann. 
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Beispiel 1. Die Zahl i2r = 45 in dem zumten Beispiel zu (§. 94.) ist 

9. ar = 45 = 3^5; 
also ist fflr sie, mit (1.) verglichen, 

10. »1 = 0, fi = 7. 

Nach (§. 94. 47.) giebt es zu jedem der ^ == 6 verschiedenen Werthe, 
welche r haben kann, it = 2 Werthenpaare von x, nnd tpz ist nach (8.) 
= 3^^(3— 1)(5~1) = 3.2.4=24. Zufolge (3.) ist ii = 2^-^ = 2 und 

24 
zufolge (6.) V = -^-5- = 6 ; wie gehörig. 

2. Die Zahl ^=126 in dem dritten Beispiel zu (§. 94.) ist 

11. ar = 126 = 2.3^7; 
also ist fär sie, mit (1.) verglichen, 

12. m=l, ^=2. 
Nach (§. 94. 55.) giebt es fflr jeden der ^ = 9 verschiedenen Werthe von r 
n= 2 Werthenpaare von o?, und y« ist nach (8.) =1.3*""*(3— 1X7— l)a= 

3.2.6 = 36. Zufolge (3.) ist n = 2''-*=2 und zufolge (6.) y= ~=9; 

wie gehörig. 

3. Die Zahl z=^ 180 in dem ersten Beispiel zu ($. 94.) ist 

13. ar=180 = 2^3^5; 
also ist hier, mit (1.) verglichen, 

14. «1 = 2 und /i=:2. 

Nach (§. 94. 25.) gehören zu jedem der y = 6 verschiedenen Werthe von r 
n = 4 Werthenpaare von a?, und y« ist nach (8.) =2.3^~*(3— 1)(5— 1) 

= 2.3.2.4 = 48. Zufolge (3.) ist n=2^=4und zufolge (6.) r=5^ = 6; 

wie gehörig. 

4. Die Zahl ä:=120 in dem vierten Beispiele zu (§. 94.) ist 

15. ^=120 = 2^.3.5; 
also ist fflr sie, mit (1.) verglichen, 

16. m = 3>2 und ^ = 2. 
Nach (§.91. 62. und 67.) gehören zu Jedem der v = 2 verschiedenen Werthe 
von r, n = 8 Werthenpaare von x, und tpz ist nach (8.) =2^(3— 1)(5— 1) 

= 4.2.4 = 32. Zufolge (6.) ist n = 2^+* = 8 und zufolge (7.) r = ^ = 2 ; 

wie gehörig. 

Beweis. A. Zunächst ist zu bemerken, dafs nach (§. 94. II.) zu 
jedem Werth von r in (2.) gleichviele x gehören, also eben so viele, als 
zu r = 1 . Es kommt also nur auf den Fall r = 1 an. 
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B. Ist nnn Erstlich oissO, so ist 2r ungerade und befindet sich 
also in dem Fall (§. 94. IX. n.). In diesem Fall ist nach ($. 94. IX. a.) die 
Anzähl n der Werthenpaare von x^ welche der Gleichnng 

17. a?^ = ®^+l 
genugthun, der Anzahl der theilerfremden Factorenpaare von z gleich. Diese 
Anzahl ist nach (§. 95. 4.1.) r, = 2^-% also ist » = 2^-'; gemäfs (3.). 

C. Ist Zweitens tit = l, so geht z nur mit 2^ auf und ist also in 
dem Falle (§. 94. IX. 6). In diesem Fall g^ ht es nach (§. 94. IX. 6«) ^^ 
so viele Werthenpaare von x, welche der Gleichung (17.) genugthun, als 
iheilerfremde FaolovenpMre \onz, von welchen allen je einer 2V zum Factor 
hat. Die Anzahl dieser theilerfremden Factorenpaare ist (lach (§. 95. 4. 2.) 
rj = 2^ also ist hier n= ^.2^ = 2''-*; gemäfs (4). 

D. Ist Drittens »t = 2 , so geht z mit einer hohem als der ersten 
Potenz von 2 auf und ist also in dem Falle ( §. 94. IX. c). In diesem Fall 
giebt es nach ($. 94. IX. c.) doppelt so viele Werthenpaare von x, welche 
der Gleichung (16.) genuglhun, als Factorenpaare von z, die 2 zvm yröfsten 
Gemeintheiler haben. Die Anzahl dieser Factorenpaare ist diejenige r« in 
(§.95. 3.4.), nnd nach (§. 95. 4.4.) ist für »1 = 2, t4 = 2^-*; also ist hier 
n = 2.2^-* = 2/'; gemfifs (5.). 

E. Ist endlich Viertens m >> 2 , so verhält sich zwar zunfichst Alles 
wie in (ö.), aber r^ ist in diesem Fall nach (§. 95. 4. 4.) == 2": also ist 
hier m=2.2^=:2^+*; gemfifs (6.). 

F. Die Gleichung (7.) im Lehrsatze folgt uumittelbar aus (§. 94. 4.)« 
Anm. G. Wenn z eine einfache ungerade Stamrozahl p ist, so ist 

in (1.) m = und jU = 1. Also ist in diesem Fall nach (3. und 7.) 

18. n ^ l^ 
mithin giebt es nur ein Werthenpaar x und z — x zu jedem der Quadrat- 
reste r. Femer sind hier alle p — i Zahlen 1, 2. 3, 4, ... . p — \ in %=zp 
theilerfremd , also ist ipz=^p — \\ und dies giebt nach (7.) und (17.) 

19. y^\{p^i). 
Die Anzahl v der verschiedenen Quadratreste zu p ist also \{p—i)i alles 
wie es nach (§. 45.) sein muls. 

§. 97 
Erklärung. 
I. Wenn in der Gleichung 

i. z =^ p' 
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p eine beliebige ungerade Stammzakl, also >2^ e eine beliebige fo^ 
siliee ganze Zahl ist, und die zu den Zahlen %^ ^ welche > und <C i 
und zu JE Iheilerfremd sind, gehörigen Quadratreete durch r, die 
Nichtquadratreste durch w bezeichnet werden, so dafs also etwa 

2. x' = ®z-f r und 

3. UV = ©z-fw 

gesetzt wird, wo nun x, n, v, r und w sdMmtlich aus den zu z iheiler'^ 
fremden ZiUUen a, >> und <C s genommen sind: so ist die Anzahl der 
verschiedenen r, welche Statt finden , der Anzahl der verschiedenen mög^^ 
liehen w gleich, und jede ist = \<p^^ wo g>z wie immer die Anzahl der 
Zahlen z^ bezeichnet f so dafs also die Hälfte der zu z theiterfremden 
q>z Zahlen z^ >0 und <Cb Quadratreste, die andere Hälfte Nichts 
quadratreete zu den Zahlen z, selbst sind. 

Desgleichen ist fUr z = p*([l.)9 r und w mögen kinner oder grd-» 
fser als % sein, 

4. r*^ = ®z-f 1 für jeden Quadratrest p, 

5. w*^ = ®z— 1 für jeden Nichtquadratrest yt. 
Allgemein ist für jede beliebige ^ ioni z = p* theilerfremde positive 

Zahl Zy, sie mag kleiner oder grOfser als z sein, 

6. zjr' = ®z±l ßr z = p*(l.). 

IL Jeder Nichtquadratrest vr zu f ist zugleich Nichtqua-' 
dratrest zu z = if ftar ein beliebiges ganzes positives e; und umgekehrt. 

Und wenn die ungerade Stammzahl p eine der Slammfactoren 
einet beliebigen ZahlZ ist, so giebt es immer zu Z theilerfremde Zahlen 
Vi >0 und <Z^ die zu p und zu Z, also auch zu p* und zu Z itm. 
gleich Nichtquadratreste sind. Sie werden, wenn man das Product 
der ersten Potenzen aller der Stammfactoren, die Z noch aufser p hat, 
durch P bezeichnet, durch 

7. W = iiip-f w und 

8. W = naP + l 

zugleich ausgedrückt, wo ni >0 und <C? und n, >*0 und <Cp ist. 

Beispiel za L Es sei 

9. «r=3* = 81, also |> = 3, e=4, 
80 sind die zu z tiieilerfremden Zaiden z^ und die dazu gehörigen Quadrat'^ 
resle r folgende: 

GiiO«*floinuat 4.1LBa.XX]X, H«ftt. 20 
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3:^= 12^57 81011131416171*92022232526282931323435373840 

\r 
10. 



1 4 16 25 49 64 19 40 7 34 13 46 37 76 79 43 58 28 55 31 70 52 22 10 73 67 61 



|«y =41 43 44 4*6 47 4*9 50 5*2 53 5*5 56 5*8 59 6*1 62 6*4 65 67 68 7*0 71 7*3 74 7*6 77 7*9 80 
r = 61 67 73 10 22 52 70 31 55 28 58 43 79 76 37 46 13 34 7 40 19 64 49 25 16 4 1. 

Die Anzahl g)Z der Zahlen z^ ist hier q>z = 5i. Die Anzahl der verschie- 
denen Quadratresle r ist, wie sich zeigt, == 37. Es sind die mit einem 
Sternchen bezeichneten z^. Die übrigen 27 Zahlen z^ sind daher Nichts 
quadrcUreste w. Also sind die Hälfte der Zahlen z^ Quadratresle, die an- 
dere Udtfle Nichtquadratreste. 

Femer soll nach dem Lehrsatze (4. und 5.), da hier (pz =^27 ist, fär 
jeden Quadratrest r, r" = @.81-|-l7 ^md für jeden Nichtquadratrest w, 
ti>"=®.81 — l sein. In der That giebt z. B. r=19, 19' =6859 = 
®.81-f55, also 19' = (®. 81 + 55)' = ©-81 + 166375 = ®. 81 + 1 und 
19^7 = (®.81 + 1)*=®.81 + 1; wie es sein soU. tr = 17 giebt ir = 4913 
==©.81 + 53, also ir* = (®. 81 + 53)' = ©.81+148877 = ®. 81 — 1, 
und folgüch ir'=(©.81 — 1)'= ®.81 — 1; ebenfalls wie es sein soD. 

Beispiel zu IL a. Es sei 

11. p = 3, ;i>' = 3* = 81. 
Der einzige NicAtguadratrest zu p ist ti; = 2 ; denn es ist für die beiden 
zu 3 theilerfremden Zahlen 1 und 2 1^ = ©3 + 1 und 2' = ©3+l. Dieses 
fir = 2 ist, wie aus (10.) zu sehen, auch Nichtquadratrest zu p'==81. Um- 
gekehrt sind alle die Nichtquadratreste zu 3^=81, welches die in (10.} nicht 
mit einem Sternchen bezeichneten Zahlen 2, 5, 8, 11, 14 u.s«w. sind, auch 
Nichtquadratreste zu p = 3, denn alle diese Zahlen werden durch ©/^ + 2 
ausgedrückt, imd dieses ist mit w=^2 zugleich Nichtquadratrest zu ps=3. 

b. Es sei 
12. /i = 5, ;?'=5' = 25 und Z= 2.315 = 90, also P=2.3 = 6. 
Die zu diesen drei Zahlen theilerfremden Zahlen , kleiner als sie , sind mit 
ihren Quadratresten r folgende : 



13. 



5^=1 2 3 4, 



r = 1 4 4 1; 
.25«= 1 2 3 4 6 7 8 9 11 J2 13 1*4 1*6 17 18 19 21 22 23 24, 

14 } ^ 

r =: 1 4 9 16 11 24 14 6 21 19 19 21 6 14 24 11 16 9 4 1; 

,90y= 1 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43 47 49 53 59 6*1 67 71 73 77 79 83 89, 
* r = 1 49 31 79 19 1 79 31 61 19 61 49 49 61 19 61 31 79 1 19 71 31 49 1. 
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Die Niektquadrafreste in den drei Zahlen sind also 

16. Zu p = 5, u^=2 3, 

17. Zu p'=25y w=2 3 7 81213171822 23, 

18. Zu Z = 90, W=7 11 13 17 23 29 37 41 43 47 53 59 67 71 73 77 83 89. 
Die Nichtquadratreste 2 und 3 (16.) sind wieder zugleich Nichtquadratreste 
zu f^=25 (17.); und umgekehrt können alle Nichtquadratreste zu p'=25 (17.) 
durch ®;^ -f 2, 3 ausgedrflckt werden und sind also auch Nichtquadratreste 
zu /f = 5. 

Ferner giebt (7.), wenn man der Reihe nach n^ = 1, 2, 3, 4, 5 (<C-P) 
und nach (16.) ui = 2 und 3 setzt, 

19 Fr= P 12 17 22 27, 

( 8 13 18 23 28, 
und (8.) giebt, wenn man der Reihe nach ii2=l, 2, 3, 4 (<]/') setzt, 

20. W= 7 13 19 25. 
Von diesen Werthen von W (19. und 20.) treffen W=^ 7 und 13 zusan^ 
men, das heifst, 7 und 13 erf Ollen die beiden Gleichungen (7. und 8.) zugleich. 
Und diese beiden fF>>0 und <iZ sind, wie nach (13. 14. und 15.) zu 
sehen, Nichtquadratreste von p = 5^ p'=25 und Z = 90 zugleich. 

Beweis, von I. A. Man setze in (2.) der Reihe nach die erste 
Hälfte aller q>z Werthe von z^^ nemlich die ^<pz Werthe von z^^ welche 
>>0 und <Hz sind, statt x. Die andere HAlfte der z^ ^ \z und <iz 
wird durch z — z^ ausgedrOckt, wo z^<Z^z ist; denn wenn z^ keinen Theilef 
mit z gemein hat, so gilt das Gleiche auch von z — z^. Es giebt aber in (2.) 
c — ^^ denselben Werth von r als 2:,, denn es ist 

21. (z — z^y = ®z-\-z\ = ®«-f ©ÄT-f r = ®«-f r; 
also kann es in (2.) nicht mehr als i<pz verschiedene Werthe von r geben, 
und alle verschiedenen Werthe von r, welche es giebt, finden sich aus (2.) 
schon, wenn man dem x in (2.) die j^q>z Werthe von z^^O und <ij^z beilegt. 

B. Nun seien Xi und X2 zwei beliebige Werthe von x in (2.) , beide 
aus den Zahlen z^ und beide <az. Gäben diese beiden Werthe von x 
einen und denselben Werth von r, so dafs 

22. x^ = ®Z'\'r und 

23. xi = ®zi-r 

wfire, so mfifste gemäfs (22. und 23.) 

24. xl — xi = (&Ä oder 

25. (ari+ar,)(a?, — ar,) = ®« = (&p' 

20* 



156 7. Bt^kkpädie der Zakieniheorie. $. 9T. Fom.26--3l. 

sein, also mflfsleii entweder Erstlich Xi-J-ar^ oder jP|— x, mit f^ «n^hen^ 
oder es mflfsten Zweitetu ^i-f ^t ^^wa mit /i" und X|— xr, mit /»^" anf- 
gdien 9 also Xi -|- ^a imd o^i — X2 beide zngleiGh mit p, so dafs 

26. arf-f ^s = &p nnd 

27. jTi — X2 = ®/r wfire. 

C Mit |^==ar kann Erstlich weder o^i-f x, noeli x^-^x^ aufgehen, 
da j?i und jr, nadi der Voraussetzung beide <i\z sind und also sowohl 
;ri-f^2 als ^1 — x^ <« ist. 

D. Gingen Zweitens Xi'\'X2 und x^—x^ beide xugleich mit p auf, 
so dafs also die Gleichungen (26. und 27.) Statt finden, so mftfste diesen 
Gleichungen zufolge, wenn man sie addirt und subtrahirt, 

28. Ixg = ®p und 

29. 2a?2 = <8/r 

sein; also mOfste, da ;^;>2 vorausgesetzt wird, mithin 2 mit p nicht auf- 
geht, Xg und X2 zugleich mit p aufgehen, folglich mit 9 =^p' den Stammtheiler 
p> i gemein haben. Dieses ist der Voraussetzung entgegen, da x^ und X2 
aus den Zahlen z^ genommen werden sollen, die mit 9 keinen Stammtheiler 
> 1 gemein haben. Also können in (25.) auch a?i-f J^a nnd x^ — X2 nidit beide 
zugleich mit p aufgehen. 

E. Es kann also Oberhaupt die Gleichung (25.), oder die (24.), also 
(22. und 23.) nicht Statt finden, das heifst: es können keine zwei x = 4^ 
<\z denselben Quadrabrest r geben. lOthin sind die Quadratreste zu allen 
den \ipz Zahlen z^>Q und <i\z verschieden, und ft^glich giebt es auch 
nicht weniger als ^^zr verschiedene Quadrabreste zu z. Da es nun nach 
(JL) auch nicht mehr giebt, so ist die Anzahl der Quadratresle txt z=p' 
aus den Zahlen z^ nothwendig gleich ig>z. 

F. Es giebt aber q>z verachiedene Zahlen z^. Also muA, da die 
Uälfle davon Quadratresle sind, die andere Hälfte nothwendig Nichtgua^ 
dralreste sein; wie es der Lehrsatz behauptet 

G. Es ist femer nach dem allgemeinen J^VraMlsdien Ldirsatze (f. 87.) 
für Jedes z^: 

30. «5* = <8j8f-f 1, 



woraus 



und hier fibr z=p^ 



«J*— 1 = &z oder 

31. («!r + l)(«*^'-l) = ®« 
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32. («!r'+>)(^-i) = ®;^ 

folgt, so dab also entweder Erstlich z^^'-^-i etwa mit /f" mid z^-^i mit 
if^p folglicli s^'-f ^ ^^^ ^fT' — 1 beide mit /^ aufgehen mflssen, dergestalt 
dafs die Gleichungen 

33. ejT' + l = (^P lind 

34. «**•— 1 = ®;i 

zugMch fOr €m- tf nil dasselbe z^ Statt finden, oder dafs Zweitens entweder 

z^* '\'i oder z^* — 1 mit p^^^z selbst aufgehen mufs, und dafs also 

35. entweder «y + * = ®«^ 

36. oder «JT* — I = ®« 
sein mufs. 

H. Das Erste 9 dafs z^^-^-l und s;^ — 1 beide zugleich mit p auf- 
gehen, oder dafs die Gleichungen (33. und 34.) zugleich Statt finden, ist 
nicht möglich; denn diese beiden Gleichungen geben, von einander abgezogen, 

37. 2 = &p, 
und 2 geht nicht mit p auf. 

i. Es kann also nur das Zweite Statt finden, nemlich entweder die 
Gleichung (35.), oder die Gleichung (36.); und die eine oder die andere mK/k 
nothwendif Statt finden, da die aus (30.) folgende Gleichung (32.), ant 
welcher (35. und 36.) genommen sind , fOr Jedes z^ notkwendiß Statt hat 

Also ist für Jedes z^ , das heifst fflr Jede zu <r s= j/ theilerfiremde po- 
sitive Zahl z^^ sie mag kleiner oder gröfser sIb z=:p^ sein (denn für alle 
solche Zahlen gilt der allgemeine Fer matsche Satz (§. 87.)), entweder 
2|^'=n®«-[-l, oder z^'=:(^z—l^ und folglich ist allgemein fflr jede be- 
liebige zu z theOerfiremde Zahl z^ <! oder Z>Zf 

38. zf' = &z±l ftr « = />%• 
wie es der Lehrsatz in (6.) behauptet 

Dafs nidit die beiden Gleichungen (35. und 36.) fflr ein- und das- 
selbe z^ ztiffteicA Statt finden können , ist offenbar, denn die Gleichungen geben, 
von einander abgezogen, 

39. 2 = ®a: = ®e^, 
und 2 geht nidit mit #^ auf. 

Km Nun erhebe man die Gleichung (2.), in welcher r einer der Qua^ 
dratreste zu ar3=|i' ist, zur Potenz ^(pZf so ergiebt sich 

40- {x^)^' = a?»* = (^z-^-r^'. 
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Aber nach dem allgemeuieii ii'Vriiia/schen Lehrsatze ist fta jedes zu z th^er- 

fremde ar = 5tr^,t 

41. af^* = ®58r + l, 

also fol^ aus (40.) 

(^Z'\-i = ©ar-ff*« oder 

42. f^*= ©ip-j-l, 

das heifst: fdr Jeden Quadrahrest r ist nothwendig H^' = ®4r-|-1; wie es 
der Lehrsatz in (4.) behauptet. 

L. Es fragt sich nun, ob auch Nichiquadratreste w, tr^' = ®2r-fl 
geben können. Dieses wflrde der Fall sein, wenn die Gleichung (42.) fflr 
mehr als ^<pz Werthe von r aus den Zahlen z^ ':>0 und <Cz Statt fiBnde, 
da es nach (jpl) nicht mehr als ^q)Z Quadratreste r zu 2r = ;^' giebL 

ilf. Es sei p^ eine beliebige, etwa niedrigere Potenz von p tis z=p^ und 

43. p^ = y. 
Die zu diesem y=ip^ theilerfremden q>y Zahlen y^ >>() und <Cy sind alle 
diejenigen aus der Reihe 1, 3, 3^ 4, ••.. yp die mit /i nicht aufgehen. Ihre 
Anzahl ist nach (§.81. 7.) 

44. ipy = p^^^ip — 1). 
N. Es sei ferner 

45. t = ;>*+'" =z p'^y 

eine um m höhere Votenz von ;i als.y. Die zu diesem /=/'^'*"" theilerfrem- 
den 9) t Zahlen ^^ >> und <C t sind wiederum alle diejenigen aus der Reihe 
1, :2, 3, 4, .... t (=;i"*y), die mit p nicht aufgehen. Ihre Anzahl ist nach 

(§. 81. 7.) 

46. ipt c= ;i*+'"-*(/i— 1), 

also p"^ mal so grofs als die Zahl ipy (44.) der zu y = p^ theilerfremden 
Zahlen >() und <!>•, so dafs 

47. Kpt == p^(py 

ist. Dabei werden alle die Zahlen ^^ >>() und <C^ durch 

48. /^ = ny-f >v 
ausgedrflckt, wo 

49. n = 0, 1, 2, 3, /i*"— 1 

ist, und es giebt keine andern /^. Denn allgemein drückt ny-f-r, wo r ^0 und 
<iy ist, mit den Werthen (49.) von n alle die Zahlen 1, 3, 3, 4, ... . f ohne 
Ausnahme aus, und da nun die t^ in (49.) diejenigen derselben sein sollen^ 
welche mit p nicht aufgehen, so kann r in ny-\-r nur diejenigen Zahlen 2>0 
und <^y bezeichnen, welche mit p nicht au/gehen , also nur die y^; denn 
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ginge in ny'\'r, r mit p auf, so würden aneh die dorch ny-|~^ ausgedrflck- 
ten Zahlen selbst , weil y=^p^ mit p aufgeht, durch p theilbar sein; was t^ 
nicht sein soll. Ferner giebt es auch eben deshalb kmie andern t^ weiter^ 
als die, welche (48. und 49.) ausdrflcken. Denn gäbe es andere, so könnten sie 
durch ny'{'r nur dann ausgedrückt werden, wenn darin r nicht mehr wie y^ 
zu y= /i'^ theilerfremd wäre, sondern mit;i aufginge. Diese mit einem solchen r 
ausgedrückten ny-f ^ ^^^ würden mit p aufgehen und folglich keine /, sein. 

O. Aus (48. und 49.) folgt, dafs nicht blofs nach (47.) überhaupt 
p"^ mal so viele t^ als y^ yerschieden sind, sondern dafs auch zu jedem ein^ 
zelnen y^, p'^ zu /=/!*+"• theilerfremde Zahlen >0 und <Zt gehören; 
denn (48.) giebt, weil n yermöge (49.) p"^ verschiedene Werthe hat, für 
€m- und dasselbe y,, p"^ verschiedene t^. 

P. Nun sei x irgend eines derjenigen y^, für welches 

50. x*^= yy^=®y+l 
ist, und ^ nirgend eines derjenigen y^, für welches 

51, i^ = y*r = ®y-i 

ist. Eines oder das Andere ist ffir jedes y^ der Fall, so dafs x und l alle 

y^ >0 und <Zy bezeichnen. Denn da nach (6.) z^=:®z±t für allez^ 
ist, und für z=ip^ (1.), so ist auch für alle y^^ 

52. y*r=®y±l 

für y=p^ (43). 

Zu jedem « = y^ gehören nun nach (O.) p"^ und zu jedem ^ = y^ 
p"^ verschiedene t^ , die durch (48. und 49.) ausgedrückt werden. Bezeichnet 
man also erstere durch r, letztere durch a, so ist nach (48.) 

53. T = ny-f ^ mid 

54. a = ny'\-X, 

und T und a bezeichnen nun zusammen alle vorhandenen l^. 

Aber eben wie nach (6.) für « = />' (1.), «{r* = ®a:±l ist, ist 
auch ftlr /= ;>*+'*, 

55. t^ = ®/±l, 
oder, da ^t = p'^^y ist (47.), 

56. ^*'^^=®/±l 

und, wenn man hierin den Ausdruck (48.) von t^ setzt, 

57. ti^ = t^^ = (ny+y^)*'^^ = ©y+riT'^. 
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Giebt man in dieser Gleichung dem y^ rehteriiand die Wertbe x (50«)^ 
SU deren Jedem p"^ verschiedene Werihe Ton y^==<'^ geliöreii, so erhtit bmui 
aus (50.) 

58. I*^= t^=: ®y+(®y+l)^= ®y+i 

fOr alls r=it^i und giebt man in (57.) dem y^ rechts die Werthe l (51. >| 
XU deren jedem p"^ yerschiedene Werthe Ton er =1^ gehören, so gidit (51«) 

59. /^ = 0*«" = ®y4.(®y~l)P^ = ®y— 1, 
letzleres weil p und folglich /i*" ungerade ist 

Es folgt also , dafs alle die p"^ zu Jedem y^ = x gehörigen Werthe r 
von /^, zur Potenz \ipt erhoben, ®y*f N ™' ^^ ^^ /^"* '^ Jedem y, == ^ 
gehörigen Werthe a von (^, zur Potenz \^t erhoben, ®y~l geben. 

Q. Jene zu den y^ = « gehörigen Werthe r von t*^ können aber 
nur a^enißen t^ in (55.) sein, welche zugleich 

60. t^' = T«i^ = ©/-[-l 

geben, und die zu den y^=^ ^ gehörigen Werthe a von /, nur JRefemgem 
t^ in (55.), für welche zugMch 

61. /J^ s= 0»^= ®/— 1 

ist: denn wäre es anders und z. B« nach (58. und 61.) zugleich für ein- und 

dasselbe t^ 

®y-f 1 und 




62. . „ 

so mflfste, Eins vom Andern abgezogen, 

63. = ®y— ®/+2 
sein, also mflfste, da y und t beide mit p aufgehen, auch 2 mit/i aufgehen; 
was nicht der Fall ist. Aus gleichem Grunde kann nicht nach (59 und 60.) 
zugleich fBr ein- und dasselbe /,, 

64. I 'C °° ®''7 • "" 

sein. Es kann also nur fflr ein- und dasselbe t^ zugkiek, 

65. /,*** = ®y+l und t^ = ®/+l oder 

66. /J^ = ®>'— 1 and /,*»* = ®/—l 

sein. Und da nun die Wertbe x yoa t^ nacb (58.) T^as®y-f ^ nid die 
Wertbe a tob /, nacb (59.) o<«^ = ®y— 1 geben, so kann nnr Stattfinden« 
was die Gleichungen (60. nnd 61.) ansdrflcken. 
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Es folgt demnach, dafs nur diejenigen Werthe r von /^, welche nach 
(48.) zu den y^ = x (50.) gehören, f^'==®^-j-I, und nur diejenigen 
Werthe a von Z^, welche nach (48.) zu den y^= X (51.) gehören, 
i^^ = (^t — 1 geben können ; wobei zu^eich die t und die a zusammen die 
sämmüichen Werthe von t^ sind. Und da nun zu jedem y^=x und zu 
jedem y, = ^ p^ verschiedene Werthe von t^ gehören, so folgt, dafs es 
p^ mal so viele Werthe r von t^ giebt, die die Gleichung (60.) erfOllen, 
als ytp=^x vorhanden sind, die der Gleichung (37.) genugthun, und p"^ mal 
90 viele WeHhe a von /^, die der Gleichung (61.) genugthun, als es >'^ = it 
giebt, die die Gleichung (51.) erf Ollen. 

Man wird demnach die Anzahl der Werthe r und a von t^ finden, 
wenn man die Zahl der Werthe x und l von y^ für y = p^ für irgend 
einen Werth von k kennt; man darf den letzten nur mit p'^ multipliciren. 

JB. Für A: = I in y = /F* (43.) , nemlich für 

67. y = p, 
ist aber die Zahl der y^=zx und der y^=^, welche x**^ = ®y-|-l und 
l*^=:®y — 1 geben, wirklich bekannt. Hier ist nemlich iyy = iy/^ = 
\{p — 1); aUe Quadratreste r zu p geben nach (§. 49.) f^'^'^ = @/>-f 1, 
und alle Nichtquadratreste q zu p geben ^^^^'^ = (S/i — I. Also sind die 
Quadratreste r die hiesigen x und die Nichtquadratreste q die hiesigen L 
Sodann ist nach ($. 45.) die Zahl der Quadratreste der Zahl der Nichtquadrat- 
reste gleich, also die Zahl von beiden \(p — 1). Folglich giebt es für x= l 
i(/^— 1) Werthe x von y^, die die Gleichung (50.), und üp — l) Werthe 
l von y,, die die Gleichung (51.) erfüllen. 

Demnach giebt es denn also für 

68. t = p'^^' (32.), 
da jetzt in (45.) Ar=l gesetzt worden ist, vermöge CQO^ 

69. i(;i- !)./>'" Werthe T von t^, für welche /J'* = ©< + 1 ist (60.) und 

70. ÜP—I)?"^ Werthe a von /^ , für welche t^' = &t—l ist (61.). 

Ä Man setze nun in (68.) iw -f 1 = ^ oder m = e — 1, so geht / (68.) 
ia z (i.^ über und es folgt also aus (69. und 70.), dafs es 

71. i(|>— l)./!*-* Werthe von z^ giebt, für welche 55}^' = ©«r-f 1 , und 

72. l{p--l)p'^' Werthe von z^^ für welche zf' = &z — l ist. 
Aber nach ($. 7.) ist 

73. UP-^)P'''' = l9P' = i9«- 

Ci«U«*t Joama f. d. M. Bd. XXIX. Heft S. 21 



163 7. Enetfhhpädie der Zahletith^ie. %. Vf. Vena. 74—82. 

also giebt es nach (71. und 72.) 

74. ^y«f Werthe von ar^, für welche z^' = ®z-\'t^ und 

75. ^<pz Werthe von «r^, für welche z^ = ®z — l ist. 

T. Nun war nach CK.') für sOmmtUehe Quadratreste r=iZ^^ 
r^=:Qiz-{'i^ und die Anzahl der Quadratreste ist nach (JE.) =^q)M: 
also folgt schliefslich , weil von den Oberhaupt vorhandenen <pz Werthen von 
Zy, nur noch die ^q)Z Nicktquadratreste flbrig bleiben ^ dafs für diese ^ ge- 
milfs (75.), z^ =z®z—\ ist. Dieses ist was der Lehrsatz in (5.) behauptet 

V. a. Übrigens, wenn eine zu z theilerfremde Zahl z^ , die gröfser 
als c ist, ein Quadratrest zu z sein soll, so kann sie nur durch 

76. z^ = @t:+r 

ausgedrückt werden, wo r eine der Zahlen z^>0 und <C z und Quadratrest 
zu z ist. Denn gesetzt x sei die Zahl, welche den vorausgesetzten Quadratrest 

z^ giebt, so mufs 

77. x^ = ©ÄT-f-ar^ 

sein. Wfire nun in (77.) z^ nicht nach (76.) ^=@Z'\-r, so könnte nur 

78. z^ = @«+tr 

sein, wo w eine der Zahlen z^>Q und <iz und Nichtquadralrest zu z 
ist. Dann aber wäre in (77.) 

79. a^ = fö^ + Öc+ii^ = ©«-fw 
und es gäbe also eine Zahl x, deren Quadrat zu sr den NichtquadrMrest w 
liefse; was nicht sein kann. 

b. Eben so kann eine zu z theilerfremde Zahl z^ , die yrOfser als z 
ist, wenn sie Nichtquadratrest zu « sein soll, nur durch 

80. z^ = ®z,'\-w 

ausgedrflckt werden , wo %o eine der Zahlen z^ >> und <C z und Nichts 
quadratrest zu z ist. Denn gesetzt es wäre nicht yne in (80.) z^^=^®Z'\'U)f 

so könnte nur 

81. z^ = @58r4-r 

sein, wo r eine der Zahlen z^ >{) und <<^ tind Quadratrest zu « ist. 
Dann aber %ihe es nach (a.) eine Zahl x, fOr welche 

82. a?' = ©«-(-«Ty 

ist und z^ wäre also nicht Nichtquadratrest zu «, sondern Quadratrest f 
gegen die Voraussetzung. 

e. Also a//^ zu z theilerfremden Zahlen z^ ';>Zf welche Quadrat^ 
reste zu z sind, werden nur durch ^^s=:@4r-j*^ ausgedrückt, wo r ein 
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Quadratrest zu z und <C z ist, und aDe zu z theilerfremden Zahlen z^ ^ z, 
welche Nic/Uquadratreste zu z sind, nur durch z^ ess®z-\'W, wo w ein 
Nichtquadratrest zu z und <C« ist 
Nun ist aber 

83. zf* = (@^+r)*v* = (3z ^r^' und 

Setzt man hierin (4. und 5.) 9 so ergiebt sich 

85. «r^ =©ä:-|-©«-j- 1 = ®* "fl fflrdie «y>«:, welche Quadratreste zu « sind und 

86. Ä*^=@ar-j-©«r— 1 =©«r— 1 fardie8:^>>2r,welcheZVtcA^iiifni£rmfo zu sr sind; 
und folglich gelten die Gleichungen (4. und 5.) auch fflr die r und w, welche 
gröfser als z sind. 

Beweis von IL F. Wäre ein Niehtquadratrest w zu p nicht 
auch Niehtquadratrest zu p% so könnte er nur Quadratrest zu p sein, denn 
theilerfremd auch zu /i' ist jedes zu p theilerfremde tr. Es mflfste also 
dann eine Zahl x geben, für welche 

88. x^ = ©p'-f tr 
wfire. Diese Gleichung heifst aber eben so viel als 

89. x^ = &p^w, 

denn &p^ ist immer ein ganzzahliges Vielfache von p. Also wftre nach (89.) 
w nicht ein Niehtquadratrest, sondern ein Quadratrest zu p; gegen die Vor- 
aussetzung. Mithin sind alle Nichtquadratreste zu p auch zugleich Nichts 
quadratreste zu p% was zunächst (II.) behauptet. 

W. Fflr jeden Niehtquadratrest w zu z^p^ ist nach (5.) 

90. w^' = ©« — 1 = &p'—l, 
oder, da nach (§.81. 7.) i9a:=ip^*(p— 1) ist und &p^ auch durch ©/> 
ausgedrückt wird, 

91. tr^'^'-o-») = ®p — U 

Wäre nun tr nicht ein Niehtquadratrest zu p, so mflfste es ein Qua^ 
dratrest zu /i sein^ denn theilerflremd auch zu /i ist jedes zu p^ theiler- 
fremde w. Dann aber wäre nach ($. 49. 1.) 

92. tr»^'> = ©p+l. 
Dieses zur Potenz p''"^ erhoben giebt 

93. u^i'^'^o-o = ^@p^ty = @p+i 

statt dals nach (91.) ict^^**<^*>s= ©p— 1 aein soll Also kann w nicht (M« 

21» 
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dratrest zu p sein, und folglich ist anch umgekehrt jeder NichtipiadralreMt 
w fXL p^ auch NicAlquadratrest zu p; wie es femer (II.) behauptet 
X a. Die beliebige Zahl Z werde wie in (§. 96.) durch 

94. Z = 2-./if./it*./i? ....p'f 

ausgedrückt. Es sei w einer der Nichtquadratreste zu pi und <iPf Als- 
dann sind nach (17. 6.) auch alle durch 

95. W= n,pi-\'W 
ausgedrflckte Zahlen, wo n^ eine ganz beliebige ganze Zahl ist, NicAlquaärai'' 
reste zu pi. 

Die in (IL) bezeichnete Gröfse P ist hier 

96. P = 7pi.pi.p^, p^, 

denn sie soll das Product der ersten Potenzen aller der Stammfactoren aein, 
die Z (94.) noch aufser p^ enthält. Diese Gröfse P ist zu pi tkdierfremd, 
denn sie enthält den Stammfactor pi nicht. 

b. Nun setze man willkürlich die Gleichung 

97. »F= n,p^'\-w (95.) = n,P+l, 

welche 

98. UiP = niPi'\'W — l 

giebt. Für diese willkürliche Gleichung findet nach (§. 34.), weil P und 

Pi theilerfremd sind (a.), fQr it, immer ein ganzzahliger positiver Werth 

>>0 und <Cpi nnd fflr iti ein ganzzahliger positiver Werth >>0 und <iP 

Statt. Also ist itipi immer <^Ppi und höchstens =(P — l)Pi9 vu^d folglich 

ist in (95.) IK höchstens = (P— l)pi-j-tr, mithin, da w<ip^ sein soll, 

lV<iPpi und folglich jedenfalls 

99. W<:zi 

denn Z (94.) ist vermöge (96.) =Ppi.2**".pJ"\p'*"" ....p*''"". 

c. Nun soll vermöge (97.) zugleich 

100. ir= n^pji-f IT und 

101. Fr= n,P-f 1 sein. 

Aus (100.) folgt, dafs fV nicht mit p^ aufgeht; denn w<CPi geht 
damit nicht auf, und aus (101.) folgt, dafs W mit keinem der Stammfactoren 
>^1 vonP aufgeht, die alle die übrigen Stammfactoren sind, welche Z noch 
aufser pi enthält, denn 1 geht mit keinem dieser Factoren auf. Also folgt 
aus (100. und 101.), dafs JV mit keinem einzigen der Stammfactoren ;> 1 
von Z aufgeht und folglich zu Z theilerfremd ist 
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d. Nun kann W kein Quadratresf zu Z sein« Denn wäre dies der 

Fall 9 so mflfste es eine zn Z und folglich auch zu p^ theilerfremde Zahl x 

geben, fflr welche 

102. :r' = @Z+ir 

wäre. Diese Gleichung zur Potenz \{p — \) erhoben, giebt 

103. ar*-^ = (®Z+Fr)*<^»-*> = ®Z+Fr*^-^ 

oder, da ®Z vermöge (94.) auch durch @/i| ausgedrflckt werden kann, 

104, x^* = ®/>,4- w^^-'\ 

Aber W ist Mchl^adratrest zu pi (o.) , und fflr alle Mchtguadrat-- 
resfs zu der Stammzahl p^ ist nach ($. 49. 1.) 

105- fF*^'-'^= ®;i| — 1: 
also wäre in (104.) 

106- a?P'"* = ®;>i+@pi — 1 = ®Pi—U 
Nach dem allgemeinen jP^rmn/schen Satze (§• 40.) ist aber fflr alle mög^ 
Uchen zu p^ theilerfremden Zahlen: 

107. a?P'-^ = ®/ri+l; 
also kann W nicht Quadratrest zu Z sein und ist folglich nothwendig Nichts 
quadratrest zu Z. 

^. Es giebt daher, wenn pi einer der Stammfactoren zu der beliebigen 
Zahl Z ist, immer Zahlen fr>0 und <Z (99.), die durch (100. und 101.) 
oder durch (7. und 8.) ausgedrückt werden, wo w einer der Nichtquadrat^ 
reste zu p^ und >> und <C Pi ist, die zu p^ und Z zugleich Nichtquadrnt^ 
reste sind; wie es (II.) behauptet. 

F. Anmerkung. Zu erinnern ist, dafs die Behauptungen (I.) des 
Lehrsatzes nur fOr den Fall nothwendig gelten, wo s, wie in (1.) voraus- 
gesetzt, irgend eine Potenz mit positivem ganzzahligen Exponenten, von einer 
ungeraden Stammzahl p ist, oder, was dasselbe ist, nur den einen Stamm- 
theiler p>>2 hat. Denn hätte z mehrere solche Stammtheiler, oder auch nur 
den einen Stammtheiler 2 , so wflrden diejenigen Schlüsse in (iD.) und weiter, 
bei welchen vorausgesetzt wird, dafs p eine Stammzahl >>2 sei und z nur 
diesen einen Stammtheiler haben solle, nicht Statt finden. 

§. 98. 
Lehrsatz. 
Wenn in der Gleichung 

1. z = 2" 
m dne beliebige positive ganze Zahl Z> 1 iet und man bezeichnet die zu 
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z theiler/remden Zahlen >>0 und <iz^ welche hier die sdmmüiehen «n- 

geraden Zahlen 

2- 1, 3, 5, 7, 9, z-^l 

eind, wie hnmer durch z^^ ihre Anzahl durch tpz^ so ist für jedes m>>l 
und fUr jedes z^, sei es Quadratrest oder Nichtquadratrest zu%^ 

3. zjr' = ®z4-l; 
mit der einzigen Ausnahme der Zahl 

4, Zy = 3 für in = 2, also für z = 2^ = 4, 
für welche 

5. z*r' = 3* = ®z — 1 M^ 
Nichtquadratreste zu z=i2'^ giebt es übrigens immer, für 

jedes in>> 1. 

Beispiel. Es sei 

6. m = 4, abo Äf = 2*=16. 

Dann sind die zu z theilerfremden ZaMen > und <! z folgende : 

7. flr^= 1, 3, 5, 7, 9, II, 13 und 15, 
und ihre Anzahl ist 

8. ^ z = 8 , also ist \ipz = ^. 
Nun findet sich !♦= 0.16+1, 3*=8l = ®.16-fl, 5*=25'=(®.16-f9)' 
^®.16 + cSl=®.16+l, 7*==49'=(®! 16+1)'=®. 16 + 1, 9*=81* 
= (®.16 + 1)'= ®.16 + 1, 11*= 121' = (®. 16 + 9)'= ®. 16+81 = 
®.16+1, 13*= 169' = (®. 16+9)'=®. 16+81 = ®. 16+1, 15* = 
(® . 16 — 1)* = ® . 16 + 1 ; der Gleichung (3.) gemftfs. 

Dafs nach (5.) 3* = ®. 4 — 1 sei, ist offenbar. 

Die Zahlen (7.) quadrirt geben der Reihe nach 1', 3', 5', r, 9', 1 1', 13', 1 5' 
= ® . 16+ 1, 9, 9, 1, 1, 9, 9 und 1 , also sind hier von den Zahlen z^ (7.) nur 
die beiden 1 und 9 Quadratreste, die Obrigen 3, 5, 7, 11, 13 und 15 sind 
Nichtquadra/reste. 

Beweis. A. Dafs zuerst die z^ hier alle die ungeraden Zahlen (2.) 
sind, ist leicht zu sehen; denn z = 2"^ hat nur den einen Stammtheiler 2, 
und diesen hat keine der ungeraden Zahlen (2.) ; also sind sie zunfichst sAmmt- 
lieh zu ^2^ = 2*" Iheilerfremd. Es giebt aber auch keine andern z^. Denn 
andere z^ könnten nur gerade Zahlen sein, und alle diese gehen mit dem 
Stammtheiler 2 Ton ^c = 2"* auf und sind folglich viz^=^2'^ nicht theilerfiremd. 

B. FOr Hl = 2, also is = 2' =: 4, giebt es nur die beiden zu z thei- 
lerfremden Zahlen 1 und 3 >>0 und <:«• Die Anzahl q>z der z^ ist also 
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hier=2, foIgBch ist iy«= 1, und 1*^ = 1*:^ 1 erfüDt noch die Gleichung (3.); 
hingegen 3 giebl 3*^* = 3* =3 = ®«— 1 ; gemftfs (5.). 

C Da hier z^ nie etwas anderes als eine ungerade Zahl sein kann, 
so \MiXL jedes z^ fUr jedes m durch 

9. «Ty = 4ii±l = 2^n±l 
ausgedrflckt werden ($. 10.)* 

Quadrirt man die Gleichong (9.) wiederholt, so ergiebt sich, sie selbst 
hinzugeschrieben : 

z^ = 2'.n + l, 

z''' = {2\n+ty =1 2^n + 2^ll-f■l =®,2^4-l, 

10. ^ «'' = (®.2Hl) = ®'-2'+2®.2*+l = ®.2*+l, 

Ä^' == (©•2Hl)=®'-2« + 2®-2*4-l=®.2^4-l, 

Bei jeder neuen Quadrirmig kommt ©mal die zugehörige Potenz voit 2, 
2 mal genommen vor, und dieses Glied bestimmt die Potenz von 2 zu dem 
neuen ®, die also um 1 höher ist als die vorigen. Andrerseits steigt bei 
jeder Quadrirung auch der Exponent der 2 in dem Exponenten von z^ linker- 
hand ebenfalls um 1: also steigen die Exponenten der 2 rechts und die Ex- 
ponenten der 2 in dem Exponenten von z^ links stets um gleich viel, mithin 
beide gleichmäfsig, z. B. durch Ar Quadrirungen um Ar. Nun ist in der zweiten 
Gleichung (10) ^^^ Exponent 3 von 2 rechts um 2 gröfser als der Expo- 
uent 1 der 2 in dem Exponenten von z^. Erreicht also der Exponent der 2 
rechts die Zahl m, so wird der Exponent der 2 in dem Exponenten der 2 
Ton Sy links die Zahl m — 2 erreicht haben, und folglich ist allgemein fftr 
jedes m 

11. «5^"'= ®.2"+l. 
Aber 2" ist z selbst (1.)) also giebt (11.) 

12. aj"^ = ®«-f-l. 
D. Nach ($.81.7.) ist aber 

13. 9« = 9>,2- = 2"-M = : 
also ist 

14. i<pz == i.2— » = 2"-*. 

Es^ ist demnach, (14.) in (12.) gesetzt, . 

15. «y = ®« + l, 
fOr jedes «, und jedes t» >- 1 ; gemAfs (3.). 
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E. Ausgenommen ist indessen der Fall m =: ?. Fflr diesen gilt nor 
die erste Gleichung (10.) , und diese wird auch fflr z^ = 1 und 3 gehörig 
erfbllt; vne es sich in (i7.) zeigte. 

F. Dafs es zu z =^2"^ immer Nichtquadratreste und mindestens 
\<pz Nichtquadratreste unter den <pz Zahlen e^ >>0 und <i« gebe^ ist 
(§. 90. VI.) gemftfs. 

§. 99. 

Lehrsatz. 

Man bezeichne wie in (§. 92.) das Product der sdmmtüchen zu 

einer beliebigen Zahl z theilerfremden Zahlen >>0 und <Cz durch Z, 

durch p eine beliebige Stammzahl >> 2 und durch e eine beliebige ganze 

positive Zahl. Alsdann ist 

1. Z = ®z— 1 ßr z = 4, z = p% z = 2p% und 

2. Z = ®z-j-l für jedes andere z. 

Dieses ist der verallgemeinerte Wilsonsche Satz ($«48.). 
Denn für den besondern Fall e = 1 in z = p"" (1.) ist er es selbst 

Beispiele. 1. Für ^ = 4 sind die zu z theilerfremden Zahlen 1 
und 3, und Z= 1.3 = 3 ist =®«r— 1; gemfifs (1.). 

2. Fflr p = 3, e = 2j also is = p' = 9, sind die zu z theilerfrem-> 
den Zahlen 1, 2, 4, 5, 7, 8, und es ist Z = 1 .2.4.5.7.8 = 2240 = 249.9— I 
= ®ar— 1; gemäfs (1.). 

3. Fflr p = 3, e=2^ also Är=2|>'=18, sind die zu z theiler- 
fremden Zahlen 1, 5, 7, 11, 13, 17, und ihr ProductZ ist =85085=4727. 18—1 
= ®ar— 1; gemäfs (!.)• 

4. Zu 2r= 15 sind die Zahlen 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14 theilerfremd, 
dnd ihr Product Z ist =896896 = 59793. 15 -f-1 =®2r+l; gemäfs (2.). 

Erster Beweis. A. Nach(§. 92. 4. und 5.) istZ= ®2r — 1, wenn 
die Anzahl n der Werthenpaare von x, die der Gleichung 

3. x" = ®3:-f 1 
genuglhun, ungerade, und Z= ®2r-f I9 wenn n gerade ist. 

B. Es sei nun zuerst 2r=r4 (1.), so ist, dieses z mit dem (§.94. 1.) 

verglichen, 

4. m = 25 /* = 0, 

also fflr diesen Fall gemäfs ($. 96. 5.) o = 2^ = 1 , mithin n ungerade, und 

folglich Z=&z^t; gemäts (l.)« 
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C. Es sei zweitens z=^p^ (l.)) so ist, dieses z mit dem (§.96. 1.) 

vergKchen, 5 ,^=0, fi^X, 

also far diesen Fall gemäfs ( §. 96. 3.) n =:^ 2^ =: 1 , mithin n wiederam tm* 
gerade und fol^ch Z=^®2r— 1; gemftfs (1.). 

D. Es sei driltens ^^=2/i'(l.), so ist, dieses z mit dem (§. 96. 1.) 
▼erglichen, 5, «1 = 1, At=l, 

also fOr diesen Fall gemfifs (§. 96. 4.) ii='2''= 1, mithin n abermals üh- 
gerade und folglich Z = ®^ — 1; gemäfs (!.)• 

JB.' Alle andern 2r als z=^4j p^ und 3/i' (1.) sind in folgenden 
FäUen begriffen: 

a. m=:0, ^ = 2,3,49 , und fOr diese Fälle ist nach (§.96. 3.) 

7. n = 2''''^* •••, also n immer gerade; 

b. m=l, ^ = 2,3,4, , und für diese Fälle ist nach (§.96.4.) 

8. n=;2''^'^''"', also n immer gerade; 
' ^ c. m = 2, /*= 1,2,3,...., und für diese Fälle ist nach (§.96. 5.) 

9. n--:2»»2,3,....^ ^Q ,1 immer gerade; 

d. m > 2 , /i= 0, 1, 2, 3, , und ffir diese Fälle ist nach (§. 96. 6.) 

lö. 11=; 2*'^' '»••••, also n immer gerade. 
Also ist fär alle andern c als 12: = 4, p^ und 2/^% Z=:=®«-j-l; gemäfs (2.). 

Zweiter Beweis. F. Man setze wie in (§.95.) den allgemeinen 
Ausdruck von ar, ^ _ ^m e, •. 1., e 

Für jeden NicAtqtiadra/rest w zn z ist nach (§. 92. 7.) 

9. Z = ®Är + tr*y*. 
Es kommt also nur darauf an, was w^^* für die verschiedenen Zusammen- 
setzungsarten von z ist. 

G. Erstlich. Es sei in (8.) 

10. 9it=l, fi=Q^ also blofs srss:2. 
Hier giebt es nur die einzige zu z theilerfremde Zahl sr^ = 1 ; also ist auch 

Z = I und folglich 

11. Zs^Öar-f-l für « = 2. 

U. Zwmlens. Es sei in (8.) 

12. m = 2, /A = ü, also Är = 2'=4. 

Hier giebt es nur die zwei zu z theilerfremden Zahlen z^=i\ und 3 >* 

und <iz; also ist Z = 1.3=; 3 = 4—1 und folglich 

13. Z=®«: — I für « = 2* = 4. 
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/. Drittens. Es sei in (8.) 

14. m>2, ^==0, also « = 2*". 
Nimmt man aus den zu z theilerfremden Zahlen ^^ >» und <1 ^ irgend einen 
Kichtgvadratrest w, deren es nach (§. 98.) immer giebt, so ist nach ($. 98. 3.) 

15. w^'=^ ®«+l, 
ako ist für « = 2*^ und m > 2 gemäfs (9.) 

16. Z=:®Ä + ®Är-fl für jedes iit>2 in 5^ = 2'". 
IC Viertens. Es sei in (8.) 

17. m=Of jtt = l, also z=^p^. 
Nimmt man hier wieder aus den su z theilerfremden Zahlen z^ '^O und << z 
irgend ein Nichtguadriotrest y deren es nach (§. 97.) immer j^^z giebt, so 
ist nach (§.97. 5.) jg. m^*^* = ®i^— 1: 

also ist für z = p^ gemäfs (9.) 

19. Z=®ar-f ®«— l==®ar— 1 far Jede Stammzahl ;i> 2 und jedes ^>>0 in ;t^ 
L. Fünftens. Es sei in (8.) 

20. m = l, 111= l^ also «==2/i*. 
Es giebt nach (§. 97. II.) immer zu 2p^ theilerfremde Zahlen Wp die sn 'ip' 
und p^ zugleich Nichtquadratreste sind. Sie werden durch die beiden Glei- 
chungen (7. und 8. §. 97.) ausgedräckt, und da das dorüge P in (§. 97. 8.), 
als das Product der Stammtheiler^ welche z noch aufser p hat, hier = 2 isf^ 
so sind die tr in (§. 97. 8.) immer ungerade; wie es auch nothwendig ist, 
da alle zu 2p^ theilerfrefnden Zahlen , also auch die Nichtquadralreste, den 
Theiler 2 von 2p' nicht haben können und folglich nothwendig alle ungerade 
sein müssen. Unter den ungeraden Nichtquadratresten w zu Qp^ giebt es 
also gemäfs ($. 97. II.) solche, die zugleich Nichtqnadratreste zu p' sind. 
Für diese ist dann nach (97. 5.) 

21. w^^' = (^p'—l. 
Nim ist aber nach (§.81. 7.) 
22. iVP'^ip'^'ip—t) und auch i(p(2p')=^ip'-'(p—i); 
also ist auch für das gegenwärtige z=:2p% i<P^ = ip^^ p—\ = ^(pp% 
mithin in (21.) 23. w^"" = ®p'—l. 

Es ist aber w eine ungerade Zahl ^ also ist vermöge (23.), was auch 
j^ipz sein mag, ®p' nothwendig ^«rarf^, und folglich, da p"" immer ungerade 
ist, was auch e sein mag, ® nothwendig gerade. Es mufs also in (23.) ® mit 2 
aufgehen, und folglich kann statt (23.) auch geschrieben werden: 

24. w'*^^ = ®.2/>'— 1 oder 25. m;*^* = (^z—l. 
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Demnach ist gemfifs (9.) 
26. Z = ©«4-®«:—! = ®z—t auch für z= Qp% für jede Stammzahl 

p^2 nnd jedes «>0. 
M. Nachdem bis hieher von den verschiedeneft Zasammensetzungs- 
arten von z (8.) die Fälle 

4^ = 0, fw=l(fif.)^ «1 = 2 (Ä)^ m>2(/.) und 
^^' fiii=l, m = 0(iL), «1=1 (L.) 
durchgegangen sind, bleiben noch die beiden Fälle 

2S. A^ = 1 9 m > 1 und 
29. /t >^ 1 , «s beUebig 
übrig. Sind diese noch untersucht, so sind alle möglichen Fälle berflhrt. Die 
beiden FäUe (28. und 29.) lassen sich aber wie folgt zusammenfassen. 

N. Sechstens. a. Nach (§. 97. II.) giebt es immer, was auch z (8.) 
sein mag, zu z theilerfremde Zahlen w (dort FF), welche zu z (dort Z) 
und zu den Stammfactoren pi von z oder auch zu p\^ zugleich Niehiquadrat^ 
teste sind. Sie werden aus den Gleichungen (7, und 8. §. 97. II.) gefunden. 

b. Für eine solche Zahl w ist, da sie Nichtquadratrest zu p\' ist, 

nach (§. 97, 5.), 

30. u>^^^' = ©/it' — 1. 

Da die Zahl w in z tAetlerfremd ist, so ist sie es auch zu den an- 
dern Factoren pl% /i? , .... />*^ und 2** von z (8.) , und folglich ist für sie 
zugleich zufolge (§. 97. 6.), w mag Nichtquadratrest oder Quadratrest zu 
p2*, 7^3 , • • • • ^ sein , 

31. /u»**"? = ®/i?±l, 

c. Nun ist fOr z (8.) gemfifs ($. 81. 7.) 
und / 

^^2" = ^.2"-* = 2"*-'. 

22 
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Aus (33. und 33.) folgt 

iy«=2->r'7»r'. p*''- . . . pf (P2- 1 xp.- t X a»4- t ) . . . . c/i^- 1 ) X ly pr» 



«,—i «,-i f,— 1 «ii-' 



iyc= /^? ./?;^ .p7 ....pj; (Pi-iXp7-tXpz-i)(p^-i)xiv'2'^* 



M 



d. Will man also aus (30. und 3 1 .) wissen, was u>^* sei, woravf es 
in (9.) ankommt, so mafs man die Gleichungen (30. und 31.), also auch die 

Gröfsen ©/^I'— 1, ®p^'±l^ ®/>?±l, .... ®2'"±1 rechterhand in den- 
selben , der Reihe nach noch zu Potenzen erheben , deren Exponenten in (34. 

rechts) diejenigen Producte sind, welche i^pl'^ ivpl% ^VP^^ • * * * ^V^"^ 
multipliciren. 

e. Diese Producte sind aber in den beiden noch zu imtersuchenden Fällen 
(28. und 29.) immer gerade Zahlen. Denn in dem ersten Fall (28.) /i= I9 

iii>l sind jene Producte der Reihe nach 2*"-^ 2"^S 2"-*, p*«'**(Pi— l) 

und 2"*"'* \s\ gerade y wenn m> 1 (28.) ist; des^eichen ist p*»"^(Pi — I). 
gerade, weil /»i ungerade, also Pi — \ gerade ist. Im zweiten Fall (29.), 
/t ^ 1 und Hl beliebig, enthalten alle die Producte wenigstens einen der Fac* 
toren Pi—i^ p^ — 1, p^ — l^ .... p^ — 15 und alle diese Factoren sind ge^» 
rade, weil alle die p nach der Voraussetzung ungerade sind. 

Es sind demnach die Gröfsen rechterhand in (30. und 31.), um w^ 
zu finden, sflmmtlich zu Potenzen zu erheben, deren Exponenten gerade sind, 
und daher giebt (30. und 31.) 

w^' = ®P?t1, 



35. 



10*»' = @2" -j-l. 

f. Aus (35.) folgt nun, dafs w^*—l sowohl mit ptS ^ ^^ pl\ 

Pj", • • . . p^^ und 2"*, also mit allen Factoren von z (8.) aufgehen mnb. 

Und da alle diese Factoren von z unter sich thdlerfremd sind, so mufs nach 

($«26.) ii>^'— 1 auch mit z selbst aufgehen, und folglich u>^''—l^=(^z oder 

36, u>^ = ®«4-l sein. 
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Die8 in (9.) gesetzt giebt 

37. Z = ®« + ®ar4-l = ®«-|-l fflr .u== 1 und m>l, undfOr /i>l 

und tn beliebig (28. und 29.). 
0. Zusammen hat sich also in (11. 13. 16. 19. 26. und 37.) gefunden, dafs 

38. Z = ®«— 1 islfür«=2'=4(13.), z^p'ii^.-) und «=2^^(26.) 
und in alten übrigen Fällen 

39. Z= ®8:-f 1 (11. 16. u. 37.); wie es der Lehrsatz in (1. u. 2.) behauptet. 
P. Anmerliung. Der erste Beweis beruht insbesondere auf den 

Sätzen (§. 92. 1. , 95. und 96.) , der zweite Beweis auf (§. 92.11., 97. und 98.). 

§. 100. 
Lehrsatz. 
Es sei z eine beliebige ganze Za/Uf £e also immer durch 

. Z = 2 .P/P2'P3'....P/ 

ausgedrückt werden kann, wo die sämmtlichen p Stammzahlen >>2 
und die e beliebige positive ganze Zahlen sind. Die zu , z fheilerfremden 
Zahlen sollen wie immer durch z^ bezeichnet werden, die Anzahl der^ 
jenigen von ihnen, welche >> und <Z 2 ^f^ä, durch tpz^ die Anzahl der 
Werthenpaare von x ^z, welche der Gleichung 

2. x' = ®z-f 1 
genugthun, wie oben durch n, und die Anzahl der verschiedenen zu z 
möglichen Quadratreste durch y. Alsdann ist 
L Für jedes z^, 

3. %; = ®«+ I , oder auch 4. 2»" = ® z + 1 ; 

wo nach (§. 81. 7.) 

5. 9'x=2'— .p:"'.pr'.pi"*....p*''~*(p.-i)(p,-t)(p,-i)....(p^-i), 

aac*(§.960 ^„^3"-» /Ör in = und m=l, 

21' far ms=2,' 
2^+' fsur in>2 




7. 2.y = ^ tat. 

n 

Zwar kann schon ane noch niedrigere ah die Qrte Potenz von z^ zu z 
den Real 1 kueen, aber Jedenfaiia giebt diese Potenz den Rest 1 bis z. 

Dieses ist eine Vereinfachung oder, wenn man wilt, nähere Bestint" 
mung des veraUgemeinerten FertmUschen Satzes ($. 87.) ; denn dieser sagt 
bhrsms^dafs g. zr = ®z+l, 

meht, dafs eehon nach (3.) %; =(&%-\-\ isU 
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IL Eine andere solche Vereinfachunff oder nähere Beeümmung dee 
verallgemeinerten Fermatschen Satzes besteht darin ^ dafs für jedes z>7y 
für welches also \<pz kein Bruch. ist und für jede zu einem solchen % theiler'-^ 
fremde Zaht z^ , 9. zjT' = ® z^ 1 

ist, mit alleiniger Ausnahme 
^ 1 0. der Nichtquadratreste zu z=:2\ p^ und 2 p*" ; welche z^ = ® z_ i yetetu 

ni. Femer ist zu bemerken, dafs für z = 2\ p* und 3 p* nur em 
einziges Paar der z^ Z> imif <C z quadrirt zu z den Rest 1 läfst^ so da/i 
11= 1 ist. Hingegen zu allen andern z>>2 giebt es mehrere und we^ 
nigstens 2 solcher Werthenpaare und n ist also >> 1. 

Beispiel zu I. In dem ersten Beispiel zu (§. 94.) ist jir=180» ii=4» 
i/=6 und (pz = 4S. Eine der zu z theilerfremden Zalilen z^ ist 77: abo soll 

48 

nach (3.) 77^ = 77" = ® . 180-|- 1 sein. Es isl, wie ans (§. 94. 23.) ra sehen, 
7r=®«+169; 169^oder77*=®«+121; 121'oder77»=®«-f 61, folg^ 
lich77"=77*.77*=(®Ä+61)(®at-fl21)=®«-f61.121 = ®«+7381 = 
®«-|~l ' gemfifs (3.). Jedoch kann auch schon eine niedrigere als die 2yss:12te 
Potenz eines sr^, &z-\-l geben. Z. B. Xf = 53 giebt nadi ($. 94. 23.) 
53« = ®«-f 109, und schon 53*=®ar+109' giebt &z-\-i. Fflr «,«71 
(§.94. 23.) ist sogar schon «^=®sr-|-l. 

In dem vierten Beispiel zu (§. 94.) ist sr = 120, n = 8, v = 2 and 
^sr = 32. Eine der zu z theilerfremden Zahlen z^ bt 17; also soll nadi 

(3. und 4.) n^=17*=®ar+l==® 120-f 1 sein. Es ist 17»=289=®«-|-49 
und 17*=®«+49* = ®«-i-2401=®«+l; gemäfs (2.). Aber «,»11 
giebt schon «; = 121=s®3r-f I. 

Zu II. und III. Die «, mit ihren Quadratresten r und die y« rind: 
ll.Fflr« = 4: «,= 1,3; r= 1,1; 9)« = 2, i<pz=zi; 

(«- = 123 4 6 7 89111213141617181921222334» 

12. Fflr«=5'=25=;»*<r =149161124146 211919 21 614241116 9 4 U 

(ysr=4.5 = 2(), iy«=10; 

(«,= 15 7111317, 

13. Für« = 2.3» = 18=2|i' {r = 17 1313 7 1, 

l<pz= 3.2 = 6, i9)« = 3; 

(«,= 13 5 911131517 19 232527, 

14. Für« = 2'.7 = 28 = 2> <r =192525 9 1 1 9 25 25 9 1, 

(y«=2.6=12, 4y« = 6; 

!« = 1 711 131719 23 29, 
r = 1 19 1 19 19 1 19 1, 
q>z= 2.4 = 8, ^9)«s=4. 
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Det NiehUiuadratrest 3 zu Är=4 (11.) giebt 3*^ = 3^=3=®ar— 1; 
der Quadratrest 1 dagegen giebt 1^^'=: (^z-i^l ; gemfifs (9. and 10.)» Ferner ist 
die Anzahl n der Paare von Xf welche a?^=®e-f ^ geben, =1; gemflfs (III.)« 

Der Nichtquadratrest 7 zu ^ = 25 (12.) giebt 7*** = 7^« = 49* = 
(®z—lf—®z-^i ; der Quadratrest 11 dagegeq giebt 11^=121*=(®ä— 4)* 
= ®ir— 1024 = ®ar— (— l) = ®Ä-fl; gemfifs (9.undlO.). Die Anzahl n 
der Paare von x, welche a?^ = ®ar-f^ geben, ist =1; gemfifs (III.). 

BerNichtguadratrest 5 zu s= 18 (13.) giebt 5*^'=5'=125=®«r— 1; 
der Quadratrest 7 dagegen giebt 7^= 343 = ® ä^ -f 1 ; gemfifs (9. und 10.). Die 
Anzahl n der Paare von x, welche ar^ = ©izr -fl geben, ist = 1 ; gemfifs (III.)- 

Der Nichtquadratrest 3 zu «= 28 (14.) giebt 3*^=3®=27^==(®5?-l)'= 
®i2^4-l und der (?tfiii;rii/rtf^/ 9 giebt ebenfalls 9''=3^=®8r-f 1; gemfifs (9. u. 10.). 
Die Anzahl n der Paare von x, welchex^ ©sr-j-l geben, ist hier=2; gemfifs (HL)« 

Het Nichtquadratrest 7 zu 5^=30(15.) giebt 7*^^'=7*=49'=(®«r4.19y 
s=:®i^4.36l = ®2^-f 1 und der Quadratrest \^ giebt ebenfalls 19^=361^= 
(®2r-f l)^=®^'^l; gemfifs (9. und 10.). Die Anzahl n der Paare von x^ 
welche ar^==®2:-]-l geben, ist hier wieder =2; gemfifs (III.)- 

Beweis von I. A. Nach (§.94. 7.) ist für jeden beliebigen Ot^- 
dratrest r zu z, also fflr jedes r, welches der Gleichung 

16. arj = ®«r-}-r genugthut, 

17. r'" = ©ar-f-l, 
oder auch, da nach (§. 94. 4.) 

18. q>z = 2nv ist, 

19. f = ®«+l. 

B. Nimmt man nun von (16.) die ^te oder die v\e Potenz, so ergiebt sich 

20. z; = ®z^r^ oder 21. 2^" = ®«r-f r'; 
und dieses gilt fOt jedes z^. Also ist, wenn man (17. u. 19.) in (18. u. 21.) setzt, 

22. z; = ®i5+ 1 oder 23. a^;" = ® ar+ 1 ; 

gemfifs (3. und 4.) im Lehrsatz. 

Beweis von II. C. Die zu z theilerfremden Zahlen z^ sind ent^ 
weder Quadratreste oder Nichtquadratreste zu 2^. 

o. Es bezeichne ErstUch r die Quadratreste zu den ^^ ) so giebt 

24. «J = ®«r-f r 
alle Quadratreste r zu sr, wenn man z^ alle seine Werlhe durchlaufen Ififst. 
Nimmt man nun von (24.) die ^q>'zle Potenz, so ergiebt sich 

25. «;-*^' = «^ = ®ar4.r*^\ 
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Nach dem veraUgemeinflDteiijFVrtiia/«d&<»Lehr8atze($.87.)Mtaberllbr/MlM *f'. 

26. z^' ^ ®z^l, also ist in (25.) 

27. &z-\-^* SS ®sr-f '« vn^ daraus folgt 

28. r»»*s=®» + l: 

also ist, erstlich , far jedes z^ =^r, welches ein Quadrettrest zu « ist, ohne 
alUAumal^me, gg i.*»' = ®«+l. 

b. Es bezeichne Zwütens w die Mchtquadratreste zu fi:^ , so bt nadi 
(§. 92. 7.) 3JJ Z == «, «, c, . • . . 1^^, = ®fsJ^w^\ 

Nun ist nach (§.99. I.und3.) 

31. Z = ®z—l fflr z = 2\ p' und 2/?' und 

32. Z=^®z -{•! fOr jWm andere z; also ist in (30.) 

33. ®5?4-u?*^' = ®«—l für Ä = 2% />' und Qp^ und . 

34. (S) a: -f- w^^ = ® a: -|- 1 für j>i/«* andere z. 

Daraus folgt fflr die z^^=w, welche Nichtquadratreste zu z sind, 

35. Ä»^* = ®ar— 1 fflr « = 2\ p' und 2/?' und 

36. «*y' = ®c4-l fflr >£fe* andere «f. 

c. Es folgt also zusammengenommen aus (29. 35. und 36.), dafs für 
alle zu z theilerfremden Zahlen z^^ 

37. Ä*J^' = ® 5^4-1 

ist, mit alleiniger Ausnahme der JSiichtquadratresle zu arssQ^ /i' und 2/i% 
welche nach (35.) z^^^ =^&z—\ geben; gemäfs II. 

B e w e i s V n 1 1 1. Z>. n. Da nach (3.) für Jedes z^ ohiie alte AuMokm^ 

38. z; = ®c-f 1, 

nach (35.) aber fflr dieNichfquadratreMte zu z='i\ p^nnip^^ nicht «*^*=®«-j-lt 
sondern z^^''=®z — 1 und also erstaf'=®a^-f ^ ^^^ ^^ ^'^'^'^ ^^'' diese AirA/« 
quadratreste zu «==2', ;/' und 2/9' in (38.) n nicht gröfser als 1 sein. 

4. Fflr a//« andern z* zu jedem beliebigen z ist dagegen nach (29. u. 36.) 
a;*y*=®c-|-J : also ist fflr alte diese ar^ in (38.) n wenigstens =2; gemflfs(IIL). 

A nm. E. Diejenigen z^ , von welchen keine niedrigere als die 2v=5^ta 

Potenz zu z den iRest 1 Iflfst, sind fflr beliebige Zahlen z nichts anders als das was 
fflr Stammzahlen in (§. 57.) Hauptstammtcurzeln genannt worden ist Die an» 
dern z^ sind Stammwurzeln fflr niedrigere Exponenten l als 'iv, wenn jedeaaud 
keine niedrigere als die AtePotenz von z^ zu z den Rest 1 lafst. Hieraus erOffiaet 
sich eine Theorie der Stammwurzeln fflr beliebige Zahlen z, als eine Erweitenmg 
der obigen Theorie (§. 57. etc.) fflr Stammzalden. Sie bleibt der Folge vor- 
behalten.' (Die ForUetzung folgt.) 
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8. 



Applications de PAIg^bre^a rArithmetique 

transceridante. 



(Par Mr. 6, Eisenstein ä Berlin.) 



Kitant propose deux equations algebricjues quelconqaes, on poarra en eUroiner 
la quantite inconnoe x de deux manieres differenles, soit en mettant dans la 
seconde a la place de x sa valeor liree de la premiere, soit en mettant dans 
la premiere a la place de x sa valenr tirSe de la seconde, sans changer 
essentiellement le resultat de relimination. Nous ferons voir dans ce qui soit 
que les lois de reciprocite pour les residns quadratiques , cubiques et biqua- 
dratiques, (theoremes si celebres tant par la difficulte de leur demonstralion, 
que par Tassiduite avec laquelle les plus grands geometres s'en sont occupes) 
ne sont auire chose que Tinterpretation arithmetique du simple fait alg^brique 
dont nous venons de parier. Ainsi par exemple, en posant sin v = Xf si 
Ton designe par p e\ q deux nombres premiers impairs (r^el) et par ^ == ± a, 

x= ±ß resp. les ensembles des racines des deux equations ^'^^^ = 0, 

• 

^Ü^VL = 0, nous verrons que les residns de #*<^'> et ä^^^^^ suivant les modules 

f, p dependent resp. des deux expressions IT(ß^ — a^) et i7(a* — /?*), oü la 
multiplication se rapporte ä toutes les valeurs de a et de ß; il existe des 
resultats analogues pour les r^sidus cubiques et biqnadratiques. La methode 
qui nous conduira a ces resultats est tres simple, eile traite d'une maniere 
parfaitement symmetrique les deux nombres a comparer, et conserve dans les 
demonstrations Tanalogie qui existe entre les «theoremes qui se rapportent aux 
reaidus des dii6rentes puissances. Au reate on peut considörer ce que nous 
alloBS exposer comme Ijbs premiers ÜimeatB d^une noiiTeUe doetruie ou Ton 
reuToie les qnestiona arithmMquea a Palgibre et a Tmalyse, de maniere qa'alors 
toutes les difficultis se r^duisent a Celles qu'offre le calcul. J'entre en matiere 
en commen9ant par les rösidus qnadratiques. 

CreUe's Joanal f. d. M. Bd. XXIX. Hell 2. 23 
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Residus qnadratiques. 

Etant donne un nombre premier impair (reel et positif) pj on aent 
toujours concevoir un Systeme de residoB pour le module p *) distribue en deux 
groupes tels, que les termes qa^composent le deuxieme groupe sont opposes a 
ceux da premier; nous represenrorons les termes ginenux de ces de«l ^oupes 
par r et par — r; on pourra p. e, prendre pour r les nombres 1, 2, 3, ... . ^{p — 1) 

et pour — r les nombres — I, — 2, —3, — ^{p — l). Cela pose, si Ton 

multiplie tous les r par un entier quelconque y non divisible par p, les residus 
des produits gr se trouveront en parlie parmi les r et en parti parmi les — r. 
En posant, selon ces deux cas que nous venons de distinguer, 

ou (fr^r* ou gr ^ — r' (med. p% 
de Sorte que r' se trouve toujours parmi les r, on aura respectivement: 

sm-^ — = sin , ou sin-^ — = — sm , 

P P P P 

oA Ton a fait pour abr^ger (D=^2n. On aura donc dans toos las cas 

sm^ — 
qr = r\ — ^ (mod. /^). 

sin 

Substiluant dans cette expression de r toutes ses \{p — 1) valeurs et multipliant 
entre elles toutes les expressions que cela donne, on obtiendra, en observant 
encore que tous les r' colncident avec tous les r: 

Ilsin-^ — I sin-2 — 
V»c/'-')/7r = nr'. ^ = nr.nl f^} («od. p% 

Ilsin — I sin 

P \ P 

donc, si Ton divise les deux membres de cette congruence par Ilr, ce qui 
est permis, 77 r n'etant pas divisible par le modale p, on aura 



sm 



qr(o 



(1.) <,*</-'> = n{ — ^} (mod. py 

sin — 
P 

Cette formule exprime le caractere quadratiqoa de y par mpport a p. fihqH- 
posant malntenant que q soit aussi un nombre prenuer impair^ le caractere ^n4n^ 
tiqoe de p par rapport a q sera ejqirime d'une maniere tnalog«e par la forniole 

*) k Texclusion de celui des termes d'un tel Systeme qui est an multiple da mo- 
dule; ce qu'on sappose toujours tacitement. 
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<2.) ;»«'-> = n\ ^} (mod. y), 

( la maltiplicatioa se rapportant ä {i) qui eßt r^pression generale d'une suite de 

nombres qai joint^ aux — (f compoeent on :ig0lf^ de residus pour \» modiile f • 

n ne s^agit donc que de comparer entre eux les deux caracteres qua- 

dradqaes a drofle dans tes formi]Ies(l.) et (i!). Si ron fait s\nv=^Xy les 

quantites 

sinait; n sin er v 

sin V sm ü 

seront des fonctions entieres de x resp. des degr^s p — 1 et ^ — 1 ; de plus, 
en posant sin — = a, sin— ^= ß, les racines de r^quation P=0 seront 

deflifo^ par ±a et ceUes de r^qnation =s par ±ß. Cdb etant, le 
deui^ieme meidbre de la formule (1.) aera equivalmt au prodmit des valenrs 
qua prend Texpreision en y meltant pour x tontes lea valeurs da ce, et de 
möme on obtieadra le deuxieme membre de la formule (2.) en mettani dans 
P paar x toutes les valeurs de /9^ et faisant le produit des eiqiresstons qui 
en resultent. Or on a 

donc il viendra 

(3.) ^'^ = Ci7(a^-/9») (mod. rt» 

(4.) ;i*^^*> = Cmß'-a') (mod. q), 
oä diraque valeur de a doft 6tre combinöe ävec chaque valeur de ß. C est 

une cbn3tante qui se trouve 6tre C =^ ^-^^^ß^^^^^::^ — . Maintenant I19 nombr« 

des a ert =^\{p— O? ^ 1^ nombre dee ß tat sk^(^^ i), par eraaequent le 
nombre des combinaisons o et ß sera =i(/r — 1)1 (f — l)t d*oü Mfin on tfi^ 

Cette Jlerniere Ration oompai^e aveo (8.) et (4.) doUM inunediatenent Itt 
loi de reciprodte pour les rösidus qaadratiqnes. Si Ton veut eviter la con- 
stante C, il faut se sorvir des tangeiltes ao liea des sinus. 

S. 2. 

Resi^us t^iquadratiques. 

Lef residus biqiuidratiqaeii |retiyeiit MM thiitds d'mie mtlidere absd^m^nt 
semld#)le. tes foDfti«>» «Uif^ei :,■ «« |)M. oette «qpd«« pwtieiiBei» 4e 

23» 
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foncüons elliptiques qui se rapportenm^ la lemniscate , jouent ici le röle des 
Sinus; il faut donc dire d^abord quelques mots sur ces fonctions. 

Nous designerons par x :&= sin am v la fonction de v qui satisfait ä requidum 
differentielle ^ , 

et qai en möme temps s^ivanouit mtc 4^ Cette fonction est p^riodiqöe de deux ma- 

/** dx 

nieres ; en effet en posant co = 4/ -^tt ^ 4: ^ on a sin am(r-f *a>) = sin am r» 

k elant un entier complexe quelconque de la forme n-f ii, oü n et 6 sont 
des entiers reels. Une autre propri^te de cette fonction est exprimee par 

sinamjr = isinamr. 
propriete tres-importante pour notre recherche et qui se deduit immediatement 
de Nquation differentielle, en obsenrant quo celle-d ne varie pas par le change- 
ment «multanö de x en ix et de t; en 99. On aait en oufre par \gB recherdies 
A'AM et 4e Hr. Jacoti *) iqae nn am(ti-f v) pent ötre exprimd ^6briqaenieirt 
par Bin am «I et sin am r, et sartout, qu'en prenant poor m im entiw oomplexe 
impair, on pent redoire ainamm^ a une fonction raüoMlh Ae sin amn. 

Soit m^^a-^-bi xok noni^e premier complexe impair; seit la noltne 
de lii, c'est a dire Tentier r6el et positif fl^4"*% =/^=^C»»); on poorra 
toujours paftager iin Systeme de residus poor le module m^ qui contient p — i 
lermes a Texclusion de celui qui est divisible par le module, en quatre groupes, 
de maniere que les termes du 2'^% 3'^"** et 4*^" groupe se dedAisent de ceux 
du premier en multipliant ceux de cehii-ci par t» par . — ^1, et par — t re- 
speclivement. Nous designerons indefiniment les termes de ces qpatre gi^onpQ^ 
par Tf ir, — r, — ir resp. MuUipliant alors tous les r par un entier complexe 
qn«le<mqae' i> non divisible par m, les rösidns des prodüits iij^ s)^' tronveroitt' 
en partie parmiles r, enpartie parmi tes ir^ ^r^ mi — fn\ Soit srelon ces!> 
qoatre cas qu'il y a fi distinguer, ' :i 

n r -^ r% \ > tV, — r', — t r', (mod. »1)^ 
Ott r^ ae trouve paraii les n Cela ppae, on anip aelon lea ^qaatre caa^' 

sin am 

2L_ =«1, j, — i,- 00 — •<•; " ''^ •-■■"•■ 



sin am — 
m 



♦) Voir p. 6. le 2**, 3'^*'et 4«*^ tohmia de c^'Jooniid. II parait que Mr, Gauss 
etait d6\ä ä la fio da.dernler siäd^ en po^ssioii daa pfiqpmi^ tt^rteiea av qealdnelions ; 
en eifU daos se^ disq. arithm. Ü a promis uh ou^ge £tendu sur pes fonctioqaL mais 
U farol qiM lea ciilNMMMices al d'Mm trtVaoxTclRfMMpdcktf d^ei^^ciAer son iM^ 
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* 

00 aura donc dans tous les cos 

sin am 

nr = r'- ^^ (mod. m), 

sin am 

d*oä, en observant que tous les r' colncident avec tous les r, et quo Flr n'esl 
point diiisible par m, on tire 



sin am 


wrar 
m 


sin am 


rta 



(1.) n«^'> = nl ^> (mod. m), 

m 

le signe 17 s'etendant ä tous les r. Suppbsant quo n^ ainsi que m, söit un 
nombre premier complexe impair et que le Systeme de r^sidus pour le mo- 
düle n noit aossl distribuö en qüatre groupes tels quo leurs termes göniraux 

sollt reprösentis par (>? t(p-> — (»9 — iff^ on aura d^une maniere analogue 

l . tnot» \ 
Ismam — ^— I 

(2.) «««^') = ir^ . " \ (mod.«), 

.1 sin am — — I 

q etant la norme ^e n eXlti multiplication se rappcgtant ä toutes les valeurs de (». 
Nous avons deJA remarque qu'on peut e^frHmer sin am mt? et par con- 

sequent aussi — r- par une fonction rationelle de sin am v. II existe entre 

^ sin am t; * 

le numerateir et le denomiteur de. cette fonction rationelle, qui sont du degre 

p — 1, une relation remarquable qi|i depend du reßidu de m par rappwt au 

module 2-f ^''- Cette : relation ae . rediiit , i aa plus sii^ple forme si Ton 

suppose m primaire, c*est a dire ^1 (mod. 2-f 2i); dans ce cw la valeur 

de *"!"°^ ~ prend Ja form» "" = ^'^j, ^ , x etant = steamv et wfx) une 

fonction entiere de x du degite ^ — 1 • En effefc., supposant la fraction ^E^ 

reduite a sa plus simple efpression et le coöfficient de la plus haute puissance 
dans le numerateur ögal fi runit^, ce qui est permis, si Ton fait 

sinammy qp(jr) 

Texpression y = x —7-^ qui s'^inänduit avec x, satisfera a r^quatibn diff^ren- 

i/v nkd X ' ■ J • <• 

^^^^ Ja— 4) ^^ •fi— jc^i ^ ^'^^ *'^^ TP** ^^ *^^^ *®^ exposants des diffe- 
rentes puissances dania 9(0?; 6t dulii %{x) ckint des multiples de ptatre} posant 
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y = — , a? = -7^ j , oü fi designe un entier ind^terniiiie, reqaation differentielle 

que nous venons d'ecrire se changera par cette Substitution en y— rZT) "== 

/.v^_.. et on pourra disposer de fi de inaniere que "UTT—ii*) ^^ TTi^T^* 

Cetle derniere equalion sera donc saUsfaite par Tiiitegrale Ti = if*§ — ttt"' ®* 

''' (j) 

comme il est facile de voir que celle-ci, reduite ä la forme »''I rf~ ' 

doit colncider avec rintögrale y qui satisfait a la rodme equation differentielle^ 
on pourra^ a une unitd complexe pres, eg^aler entre eux separement les nume- 
rateurs et les dönominateurs d^s deux integrales dont il s'agit. Cela donne 

tp(x)=^i^a^^ipi--)^ V etant un entier r6el. Pour en determiner la valeur, 

il sufBra de donner ä r une valeur particuliere. Posant p.e. r = ^w^ on 

trouvera rr = sin am ^^ co = 1 ^t sin am \ (tn oji) = .^ !^ = *"' ; or pour une 

valeur primaire de m on a sin am |(mco)= -{-l (Tome II. Page 111 de ce Journal) 

et par suite ^= 1, donc on a d6finitivement ^"""— = '^^^}, ' pour une 

valeur prmahe de m/ ce qu*n s'^ssait de prouter. 

Si donc on anppose que m et n tous les deüx soient ^ 1 (med. 3 -f 7$)^ 
et qu'on fasse 



I'iÜi- . 






los racines de Vequatiop ip(^x)= seront Üonnee^ par ±a, +{a^ et ceUes 
de rdquation f(^) = par ±/?, +•/?, de sorte qu'on peut ^crire 

»inammt> Ujx* — a») sinaw«» Il(x*—ß*) 

sin am V TTTTpi,«*«)' sinan,^ ...mi^^^x«)' ,. 

De \k et des deux formules (1.) et (2.) on tire ^ 

(8.) ««*-» = "^' Jj. . (mod. I»), 
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oü il faat combiper chaqae valeur de a avec chacpie valeur de ß. Le nombre 
de ces combinaisons etant \{p — OiCy— l)» Ja seule inspection des formules 
(30 ^t (4.) sufßt pour en oonclure immediatement le tbeoreme fondamenUil sur 
les residus biquadratiques. 

§3. ^ 

Remarques. 

Poar demonbrer la loi de redpfocitö retetire auX' rMdiis cnbiqoes, 
il a' y « q«'ä jae^tra a la place de requatioD differentieHe dxssx4ti^'^{\'*--^) 
eelle-'-ei rfa? = rfry(l— x*) on eelie-*d ifa?ra=i?py(a?(l— jp*)); etaulieaie 
prendra dea nambrea camplexea de la forme d^kif U ii*y a ^'ä eonsidirer des 
noBibres qoi se oomposent das racinea de röquatioii ^*{-C-f ^ "^^ ^9 ^^ ^^^^ ^ 
imrcba de la demonstratioii est pairlaitemeiit aMlogna k celle qaa noua TeMW 
da auivra pour les rösidas biqoadratiques* Par aette raison et comme noiis 
croyona avoir exposö clairemeiit Tesprit da natre niMiode, noos remattons 
a une autre occasion Texamen plus detaille et les recherches ulterienres que 
nous avons entreprises sur ces applications de Talgebre a rarithmetique. Nous 
traiterons alors surtout des residus de puissances superieures, dont les theo- 
remes fondamentaux dependent de relimination de plusieurs variables entre 
trois ou un plus grand nombre d'equations algebriques. 

II se pourrait qu^on n'approuvät pas Tusage des fonctions circulaires 
et elliptiques dans les raisonnement aüÜuuMques; mais il y a a observer que 
ces fonctions n'y entrent que d'une maniere pour ainsi dire sjfmbolique, et 
qu'il serait possible de les en chasser completement sans detruire la substance 
et le fond des demonstrations. Pour faire voir cela rölativement aux residus 
quadratiques , reprenons la congruence q^^^^^^ ^ClT(a^ — ß^) (mod. /y), oü 
toutes les lettres doivent avoir la mdme significalion que dans le §.1. Cette 
formule donnant le charactere quadratique de q par rapport ä p, tout dopend 
essen tiellement du signe du second membre. Si donc on met ä la place des 
a et des ß d'autres quantites a\ ß' soumises a la seule condition que a^ — ß^ 
alt toujours le m£me signe que a^ — /3\ le produit C77(a'^ — /3'^) exprimera 
toujours par son signe le caractere de q. Nous sommes donc conduits a ce 
tbeoreme remarquable: 

„Si Ton construit une courbe fermee quelconque, mais symmetrique 
„par rapport a deux axes perpendiculaires , de sorte qu'elle ait quatre parties 
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y=— , a?=-;^j, oü /i designe un entier ind^termine, reqttation differenüelle 
que nous venons d'ecrire se changera par cette Substitution en y— j-ztt = 

..^^_.. et on pourra disposer de fi de inaniere que .. __ ^ r- = . ^^V . 
Cette derniere equation sera donc saüsfaite par Tintegrale T] = if§ — TTV' ^* 

^ (j) 

comme il est facUe.de voir que celle-ci, reduite ä la forme i''i-. rf~« 

doit colncider avec Tintegrale y qui satisfait a la mdme e^ation differentid^e» 
on pourra, a une unite complexe pres, egaler entre eux separement les Qum^- 
rateurs et les denominateurs d^s deux integrales dont il s'agit. Cela donne 

tp{x)==i''a^^(pi^)i V etant un entier r6el. Pour en determiner la yaleur, 
il suffira de donner a r une valeur particuliere. Posant p.e. r = ^a?^ on 
trouvera rp = sin am :l co == 1 ^t sin mi\ (tn (o) = .; ' == f"' ; or pou* une 
valeur primaire de m on a sin am ^(mco)= 4-1 (Tome II. Page 111 de ce Journal) 
et par suite t''= 1, donc on a döfinitivement -. ^= — 2i£L — ^ pour une 

Tuleur p r i m aire de m; ce qu*n sVigfssait de prouVer. 

Si donc on auppose que m et n tous les deüx soient ^ 1 (med. 2-^^!)^ 
et qu'on fasse \'^ 

sin 9mmv V.M sinamitv ., fi^)., 

smam — = a, smatn^-- = /9, 



m ' 91 



requatiop g)(x)=0 seront donneeä par ±a^ +ia^ et celfes 
>) = () par +/?, +1/^9 de sorte qu'on peut ecrire 



les racines de Vequatiop g)(x) 
de Tequation f( 

sin am m t; Ilix^—a^) sin am n» n{x^—ß^) 

sin am V /?(!— a*j:*)^ sinaiqti mt^ß^x^Y 

De la et des deux formules (1.) et (2.) on tire 



.;u ; 



1 '.: .-.lU'J '•* n ;-; 
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(4.) ^^») = Jltrfl (med. n), 

,oä,il faut combUier cbaqae valeur de a avec cliacpie valeur de ß. Le nombre 
de ces combinaisons etant l(jp — Oi(9~0> ^^ ^^^^ inspection des formales 
rS.) et (4.) soffit pour en oonclure^ inunediatement le theoreme fondamental sur 
les residus biquadratiqaes. 

§3. ^ 

Remarques. 

Poar denonlrer la loi da wMf^oeiiS relatiTe aux rMdiis cnbiqoes, 
U.l|Vy « f«'a JMitre ala place de requatioD differentieUe da^ss^ävy^l-^a^) 
wUe-'-Gi rfa? = rfry(l— x*) on eelie«-ci rfa?«=i?i?y(a?(l— jp*)); etaulieaie 
ftßnirß ilea nombres complexea de la forme ^4*^*^ U n*y a qa'ä oonsidirer des 
Djmhres qoi se oomposent das racines de röquatkm .^*}-^-f 1 s=£ O; aa reete la 
MDche de la demoBStration est pairlaitemeiit asalogne k ceüe qae noua TeMW 
4q sujivre pour les r^idiis biqoadratiques. Par eette raison et comme noiis 
crefODS avoir exposö clairement Tesprit de notre möthode, neos remettons 
a ime autre occasion Texamen plus detaille et les recherches uh^rieures que 
nous avons entreprises sur ces applications de Palgebre a rarithmelique. Nous 
traiterons alors surtout des residus de puissances superieures, dont les theo- 
rimes fondamentaux dependent de relimination de plusieurs variables entre 
trois ou un plus grand nombre d'equations algebriques. 

II se pourrait qu^on n'approuvdt pas Tusage des fonctions circulaires 
et elliptiques dans les raisonnement awÜMoMques; mais il y a a observer que 
ces fonctions n'y entrent que d'une maniere pour ainsi dire symboliqußf et 
qu^il serait possible de les en chasser completement sans detruire la substance 
et le fond des demonstrations. Pour faire voir cela relativement aux residus 
quadratiques , reprenons la congruence q^^^^ ^Cll(a^—ß^) (mod. /y), oü 
toutes les letires doivent avoir la mdme significalion que dans le §.1. Cette 
formale donnant le charactere quadratique de q par rapport ä p, tout depend 
essentiellement du signe du second membre. Si donc on met a la place des 
a et des ß d'autres quantites ec', ß' soumises a la seule condition que a^^ — ß^ 
ait toujours le m£me signe que a^ — /9\ le produit Cll{a'^ — ß''^) exprimera 
toujours par son signe le caractere de q. Nous sommes donc conduits ä ce 
tbeoreme remarquable: 

„Si Ton construit une courbe fermee quelconque, mais symmetrique 
„par rapport a deux axes perpendiculaires , de sorte qu'elle ait quatre parties 
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„congrus, dont les ordonnees vont en avgmentant dans le premier quart: qu'on 
^divUe alors la circonference de cette courbe en p ei en q parties egales et 
^qa*oii döaigne par a et par ß resp. les ordonnies positives qui correspondent 
^a ces deux divisions, je dis que q sera oa ne sera pas residu quadratique 
„de ;7 Selon que le prodnit (— l)*<^>*^^>i7(a*— /9') = /T(/?^— a^) pour lequel 
„chaque valeur de a est ä combiner avec chaque valeur de ß^ aura le signe 
„plus ou le signe moins.'' 

Ce theoreme, dont la loi de r^procHi est une consequence immediate, 
peut ae demontrer il'une maniere purement aiitbmetique. II existe qnelque 
chose d'analogue mais plos compliqoee ponr les residus cabiques et biqaadra- 
tiques, et on peut dire que pour la demonstration des lois de redpröcite qiri 
8^y rapportent, on n'a nnllemeBt besoin de la formule de miiltiptieation des 
foBctions elliptiques. Cependanl U ne parait pas tonjonra profitable d^iviter 
ans les rechMrches arithmötiqaes les fondions analytiqnea , surtout quand on 
voll ä posteriori qu'elles n'entrent pas essentieUeflient dans les dömonstrations 
et qu'eUes servent seulement a fixer les idees et a abreger les conclusions.* 

Beriin, 13. Fevrier 1845. 
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9. Heine, zinr Tkemie der Anziehung und der Wärme^ f8& 



9. 

Beitrag zur Theorie der Anziehung und der W&rme. 

(Von Harm Dr. phil. Heine wa Berlin.) 



Uas Potential eines an seiner Oberflfiche wiUkflrllch mit Masse belegten 
EUipsoIdes Ififst sich, wenn es für alle Poncte der Oberflfiche gegeben ist, für 
jeden innerhalb liegenden Punct durch eine Methode finden, welche der ganz 
ihnlich ist, die ich bei der Behandlung der Ahnlichen Frage fflr das Rotations- 
Ellipsold angewandt habe. Die genannte Aufgabe fahrt auf dieselbe partielle 
Differentialgleichung und auf dieselben Bedingungen, wie diejenigen Aber den von 
der Zeit unabhängigen Wfirmezustand eines EUipsoIdes, dessen Oberflfiche in einer 
willkflriich gegebenen, von der Zeit unabhängigen Temperatur erhalten wird, und 
ist also durch die Lamd^sehe Abhandlung im 4ten Bande des iUonriA^'schen 
Journals schon gelöset: aber die Form des dort gefundenen Endresultats fordert 
XU weiteren Untersuchungen Aber den Gegenstand auf. In der That ist das 
Bildungsgesetz der dort mit E bezeichneten Functionen so complicirt, dafs man 
aus demselben nicht leicht wird erkennen können, wie sie sich durch die 
Ablieben mathematischen Zeichen ausdrAcken lassen , indem man , um die E zu 
erhalten, eine Buchstabeng^eichung auflösen mufs, deren Grad wficbqf, je mehr 
Glieder man in der Reihe berechnen will, welche den gesuchten Wfirme- 
zustand darstellt: eine Gleichung, die aufserdem noch nicht fertig aufgestellt 
ist, sondern erst durch Substitution gebildet werden mufs. Endlich hat man 
nodi die gefundenen Wurzeln in gewisse, gleichfalls erst zu bildende Polynome 
zu substituiren. Es scheint mir daher die gegenwArtige Arbeit nicht AberflAssig, 
durch die ich die Aufgabe von der Lösung fertig gebildeter Systeme linearer 
Gleichungen abhfin^g mache, deren Determinanten nicht verschwinden ; so dals 
man also durch den Gebrauch des Zeichens fAr die Determinanten die Unbe- 
kannten YoUstfindig entwickeln kann, und zwar durch eine endliche Anzahl 
von Operationen, wenn man eine endliche Zahl von Gliedern in dem Ausdruck 
berechnen will, welcher den gesuchten Wfirmezustand oder das Potential dar- 
stellt. Die Groben, aus denen die Determinanten zu bilden sind, stellen sich 
als Doppel- Integrale dar, hangen, wie man lefcht sieht, genau mit denen zu- 

CreUe't Joonua f. d. M. Bd. XXIX. Hefl 8. 24 
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sammen, welche Jacobi *) betrachtet hat, und lassen sich, ohne eine andere 
Transcendente als n ausfahren **)• Was sich ans meinen Betrachtungen fftr 
die E ergiebt, habe ich an verschiedenen Stellen der Abhandlung angegeben; 
es schien mir nicht zweckmäfsig, dieselben unberflcksichtigt zu lassen, ind^m 
sie viele Untersuchungen deutlicher und kürzer machen« Da ich es für zweck- 
mfifsig hielt, Manches zu erwähnen, was nicht gradezu zur Lösung der Aufgabe 
gehört, so habe ich die einzelnen Paragraphen mit kurzen Inhalts-* Angaben 
versehen, in denen jedesmal nur die unmittelbar zur Sache gehörigen Entwick- 
lungen angezeigt sind. 

s. 1. 

Transformation der Differentialgleichung ^ ^ -f* ^ t 4* p > == und der Bedingung 

für die Oberfläche des EUipsoides. 

Nimmt man auf die Bedingung Rücksicht, dafs für die OberflAche des 
EUipsoides des Potential gegeben ist, so sieht man leicht, dafs die gewöhn*- 
liehen rechtwinkligen Coordinaten x^ y, z, welche den Hauptachsen des ge* 
gebenen EUipsoides paraUel genommen werden, mit andern zu vertauschen 
sind. Setzt man 

y = ^(^^^b')B\ne coB^, sinöcosy = lM^^!M^Z=^, 

« = y(p'_c»)sinösmy, sind aia<p = ^^^^^11^^^=^ , 



_ f« dg 

* — / »^(?»-A»)/(e*-c»)' 



A 



^Q 



80 werden die beiden Bedingungen , dafe der gesuclite Wirmesostand oder dis 
Potential V der Differentialgleichung 



*} Gegenw. Journal Bd. XV, in: De evoIuUone expressionis etc. 
**) M. vergL dazu die Formeln im gegenw. Journal Bd.XXVL p.85. 
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genflgen, und sich, wenn 

(wo Qo die halbe Hauptachse des gegebenen Ellipsoldes bezeichnet , i nnd c 
seine EccentridtAten, so dafs f ^ > ^(pj — **) >> y((> J — ^*) ist) , in eine gege- 
bene Function von x, y, z verwandeln soll, in folgende umgeSndert. Es soll F 
der partiellen Differentialgleichung 

(3.) ((»;-c;)^+(p'-p:)^+(c'-p:)^=o 

genügen und fflr (> = (>„ sich in eine gegebene Function von und q> ver- 
wandeln, oder auch von (>| und (>2, also z.B. fflr (> = (>o 

(40 r = F((>,, pO = AÖ, 9) sein. 
Etwas Weiteres Ober diese Substitutionen und Transformationen hinzuzusetzen, 
wfirde übierflflssig sein, da sie von Lami ausfOhrlich behandelt worden sind. 

Fundamental - Fonneln . 

Bekanntlich lAfst sich F als Function der beiden Feränderlichen und 
q> immer, und zwar immer nur auf eine Art, in eine Reibe von der Form 

entwickeln, deren allgemeines Glied X^ der Differentialgleichung 

Da fBr (> = ^u, F in fXß^fp) Obergehen mafs, so ist auch klar, dafs wenn man 

setzt, wo X^ derselben Differentialgleichong wie X^ genflgt, dafs dann auch 
Xn = X; ist far (f = (>o. Endlich ist der Ausdruck von X^ durch f(j9, tp) 
bekannt, indem man 

X^ = ^^■ti/"aö'sin(9'/'>„[cosy]/-(d',öyO 



hat*), wo zur Abkürzung 

eosy = cos Ä cos Ö'-}- sin Ö sin Ö' cos (y — y') 
gesetzt ist Der Ausdruck von JC„, in so fem es Function von und (p ist. 



*) Hinsichllich der hier gebrauchten und nicht erklärten Bezeichnungen , so wie 
einiger hier benutzten Formeln , verweise ich auf meine Abhandlung: Ober einige Auf- 
gaben etc. im gegenw. Journal Bd. XXVI. 

24* 
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hat die Form 



MISSII 



X^'= S (x,,„oo8»iy4-A»,«0ta«9)P,,»[oo8«], 

mrxO 

WO die X und Jl von und 9, aber nidit Yon q unabliangige Gröfiien be- 
seichnen. Die hier aufgestellten Sätxe, deren Beweist bekannt sind, lassen 
sich leicht auf die Coordinaten Qi nnd (»t flbertragen, wenn man nnr^ nm die 
allgemeine Form von X^ in den neuen Coordinaten tniugeben) die P^^^ durch 
bestimmte Integrale ausdrückt. Setzt man wie gewöhnlich ^ — t =t und ver- 
steht unter IT Das, was Gintfe damit bexeichnet, so hat man: 

Hieraus sieht man sogleich, dafs auch Folgendes die allgemeine Form von JT« ist : 
Xn = S Uli,«/ {eoB0'\'iBia0ewq>eoByf'{'iün0ünq>Binyß}'^eo»m^dyf 

'\'X^^ntj^{coB0'\'iBin0eoBq>eoB^'{'isia08inq>Bm^^^ 

Gehn wir nun von den und q> auf die Qi und ^2 Aber, so haben vir 
folgende Reihe von Sätaen. 

9 Das gesuchte Potential (oder der Wärmexustand) V Itfst sich als 
Function der beiden Verflnderlichen ^1 und f, in eme Reihe von der Form 

entwidiehi, deren allgemeines Glied JT, der DÜTerentialgleidiung 

(5.) ^ + ^+^(«+»)(p;-(^;)J^ = genflgL 

Da für p = (^u 9 Vi^ f(0ßV)'= ^(^19 ift) übergehen mufi^ so ist auch 
klar, dab, wenn man 

(6.) mq>) = F(Q,,Q,) = Xl^JPl+....i^X: + .... 
setxt, wo Xi derselben Differentialgleichung (5.) wie X^ genflgt, dafii dann 
Ar p = (^| auch X^=iXi sein wird. Femer ist 

(70 ^ = ^jiy'^ö^sintf/'^PJcos/] A^9 90 S<p\ 



wo sur Abkfinung 

gesetit ist. Der Ausdruck von X„, insofern es Functfon von ^1 und ^2 ist, 
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hat die Form 

MaiO 

WO 

ist ond die x und X Yon ^i und ^s, lüdit aber ron ff unabhängig sind« Es war 
flberflOsaig, in dem Symbol V oder W auf das Zeidien der Qoadratwnrseln 
anf der rechten Seite Rfleksidit m nehmen ^ da fftr das Folgende keine Zwei* 
deatigkeit daraus erwädisL 

Aus diesen Formeln ersieht man, dafs, wenn m gerade ist, Vn^^ keine Irrationa- 
litit en^t, sondern W^^ die irrationale 6r6fre y(€'-^;)y(€'-(^;} V(^;-^)^(^-^;); 
ist m ungerade, so enthalt ü^^ die Irrationalitit ^Cp;— A')y(6^— f^)« und 
Wn,m in demselben Falle i{^^ — 9\)i{^—9Xi* Femer wird sich auch 17 und 
FFf als Prodnct der darin vorkommenden irrationalen GrOfse, immer in einen 
ratfonalen Ausdruck darstellen lassen (s. B. also V^^j^x^ als Product von 
y(^!~^y(^— ^t)' ^^ ^^^^ rationalen Ausdruck), welcher letstere nur ge* 
rade oder nur ungerade Potenxen yon ^t und ^2 enthalt, Je nachdem n — m 
gerade oder ungerade ist Hierin erkennt man sogleich die acht Gruppen Von 
OHedem, die sich in den Lom/'sdien Formdn herausstellen, Ton denen jede 
einen partiellen Warmexustand darstellt; vier Gruppen werden nur Vf vier 
nur W enthalten; viere nur gerade m^ viere nur ungerade m; viere gerade 
n— m, die andern ungerade n— m. 

§. 3. 

Wnn Xn Ar einen der Werthe ron q^ renichwindet, wahrend q^ lieliebig bleibt» 

so Tersdiwindet es flir jeden Werfh ton ff^. 

Dadurch, dafs m aDe Werthe 0, 1, 3, •••• n erhalt und W^ vor* 
schwindet, bekommt der allgemeine Ausdruck von X^ im Gänsen 2ii-f 1 
willkflrliche Constanten. Eine von der unsrigen verschiedene Form von ^, 
d. h. der Function, welche der Gleidiung (5.) gmiflgt und nach fo^n 
V(^!— **)l^(**~^t)^ iip^-'^Xiiifl^—^Xi ntional und vom Grade n ist, hat 
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Lame gegeben, nfimlich: 

msr 211+1 

Die ß bezeichnen von Qi und Q2 unabhängige , willkürliche Constanten, die E 
gewisse Functionen, von deren Eigenschaften ich hier nur hervorheben will, 
dafs E„^n,(9i) ©iae ganze rationale Function von (>i, ^((^i— **) und ^(c^—qD 
ist, und E^^^Cpa) von ^2^ V(**— pj) ^d >^(^*— pj)^ ^^^ zwar vom Grade n. 
Bezeichnet femer B„^^ einen unbekannten Zahlenwertb, so genflgt E»^,,, ((»1) der 

Gleichung 

^'^;;/^^^ = (B-,.-»(n+l)(^J)E..^(()0 

und E„,^(()2) dw Gleichung 

^llj^) = (n(n+l)pJ-B„^)E^^(pO. 

Stellt ((>! , Q2) eiue Function zweier Verftnderlichen f 1 und ^2 vor 
(es mag sich Q2 in den Grenzen halten, welche es in unserer Aufgabe mii» 
sehr Anken , oder auch nicht) , welche sich in eine Reihe von der Form 

ms 711+1 
mcsi 

entwickeln Ififst, so kann man den Zahlencoefficienten ß^^^ leicht bestimmen. 
In der That, bezeichnet man die vier Theile, aus welchen unter der Vor- 
aussetzung über seine Form bestehen mufs, von denen der eine rational nach 
(fi ist, der zweite nach (>| und y(pj — *'), der dritte nach Qi und i^(c* — ^J), 
der vierte endlich nach ffi und ^(pj — **)/(c*~(>J), der Reihe nach durdi 
*', *'', 4^'\ *'% und die E entsprechend durch E', E'^ E"', E*^, stellt 
femer fi einen der Indices 1, 2, 3, 4 vor, so hat man 

m = ?n+l 

wo die Summation auf alle m auszudehnen ist, welche dem E„^„ den Character 
fjL geben. Aus den von Lam^ gegebenen Sätzen sieht man sogleidi, dafs der 
Werth des mit E„,,«((>i)*„,m(P2) multiplidrfen Factors y„,«. 



Sfn^m 



/'*"'(.0"'/')K.M:fiff=l^f^^^=^y 



sein wird, also voUstAndig bestimmt, wenn die Form der Functionen und !F ge- 
geben ist. In dem Ausdrack von jr^^ ist Q2 ^13 Constante zu betraditen; es 
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wird danach nicht integrirt ; so dafe man folgenden Sats hat. ^Ist die Form der 
Function !P gegeben, nebst ^ ((>m (»2) fflr einen besonderen Werth von q^^ der aber 
^n,m{9%) nicht gleich Null macht, so Ififst sich daraus ^{fffiif^ immer, und immer 
nur anf eine Art, für jedes (»2 angeben/' FOr den besondem Fall, dafs W„^ni{9ii 
3=s E«,„|((^} nnd dafs der gegebene Werth von 4^((»i, (^2) Null ist, hat man hieraus 

Fügendes : ^Es kann JS ff„^E„ ^(qi) E. ^ (Q2) nur dann fflr einen bestimmten 

•»=0 ' * ' 

Werth ^a und fflr jeden Werth von ^1 verschwinden, wenn für. jedes m, yii,m==0 
isf Der Summen -Ausdruck in diesem Satze ist nichts anders, als der allgemeine 
Ausdruck von X^ bei Lame'. Gehen wir auf unsere Form derselben Function 
surflck, so wird der eben bewiesene Satz sich so anssprechen lassen: 9S0II 

-Xi.= ^ {«,.,« t7,,m((>o(>i)+ii.,mW^»,m((>M(>2)} füF olu bostimmtos (>a und für 

jedes Qi verschwinden, so mflssen alle x und X gleich sein/' Aus diesem 
Satz folgt unmittelbar der andere: ,,Man kann nicht zwei verschiedene Functio- 
nen X^ angeben, welche fflr ein bestimmtes Q2 sich in dieselbe Function von 
^1 verwandeln.'^ 

Anmerkung. Es ist klar, dafs man ebenso wenig zwei verschiedene 
Functionen Xn angeben kann, die der Gleichung 



1 ^v"*^"öf) 1 d^X 



genOgen, ganz und rational und vom Grade n sind nach costf, sin (9 cos y, 
nntfsin^, und die sich z. B. für (9=0» in eine gegebene Function von ^, 
z. B. in F{q)) verwandeln. Denn die allgemeine Formel eines solchen Xn ist 

»SB« 

Xn — ^ {xn,mCOBmq>^X„^^smmq)}Pn,m[oosff]. 
Man hat also die Gleichung 

mssn 

folgfich 

jfBr msO die Hfilfte der rechten Seite genommen. 

In diesem Falle kann man demnach anheben , wie X^ beschaffen sein 
msifs, damit es sich für tf &= tfo i^ F{(p) verwandele, und es ist klar, dafs nur 
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i^'F(9')eoam(fp^' 



I 

ein solches Xn sein wird, welches fflr 6=0oj F(q>) pebL Verlangt man 
aber, dafs sich J^ fftr (>2 = (Hi in eine gegebene Function von f i yerwandeln 
soll, so ist, wie wir so eben gesehen haben, die Aufgabe xwar bestimmt^ er- 
fordert aber, wie sich spftter zeigen wird , die Auflösnng eines Systems linearer 
Gleichungen. 

S. 4. 

Die Aufgabe, die Function dreier Yerinderlichen F so su bestimmen, dafs ale der 

gegebenen Differentialgleichung genögt und sidi für ^ s ^« in eine gegebene Function 

zweier Ver&nderlichen verwandelt, wird auf die zurficlcgeführt, eine Function zu finden, 

die einer Differentialgleichung mit zwei unabhängigen Veränderlichen genögt und sich 

für ^ =s ^0 i*^ oine gegebene Function einer Verinderlidien verwandelt« 



Setzt man in (3.) für V seinen Werth JS X^, wo X^ die schon im 

NBll 

Vorhergehenden betrachtete ganze rationale Function nten Grades von ^i(^, 
^i9\-6'W-9l)^ yi^-9V^i^-9l) is^ die der Gleichung (ö.) genag^ 
so hat man zunAchst, da p^— p5 = ((>J— (>J)+(p^— pj) Ist, 

oder, wenn man vermittels (5.) redocirt: 

Ich behaupte, dafs diese Gleichung auch ohne das Summenzeichen bestehen 
mufs, so dafs man fflr Jedes n 

(110 ^+^"H-»(»+i)(<»!-(»')JK, = o 

hat. In der That, setzt man 

SO wird , wenn die Gleichung (5.) dadurch auf gebracht wird, dafs man Z„ 
fflr X^ darin setzt (dafs Z^ zur Classe der X„ gehört), auch F.-f*'^n znr 
Classe der X^ gehören, da Y^ zu ihrer Classe gehört, indem letztere Func- 
tion dnrch Subtraction aus zwei Theilen zusammengesetzt ist, von denen der 
eine 2« selbst multiplicirt in eine Constante ist (denn ^ ist in Bezug auf Og 
und ^ constant), die andre X^ nach einer von ffi und pa unabhängigen Gröfse 



also 
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»SS« 

Es nraCs dann nach bekannten Sfilzen, wenn JS'(!F.-}-Z,) = 

ist, andi Tn-\-Z^ für sidi yersdiwinden. Dafs aber Z. xa den X^ gehöre, 
sieht man leicht doroh Hfllfe der E; aber andi durch gans directe Methoden. 
Es ist nimlich 

(12.) ^+^+«(i»+i)(pj_^;)Z, 

+»(*+i)!c!^'+(p:-(>;)^"+»(»+w(e;-(>:)2:| 

Die letste Parenthese, gehörig reducirt, giebt -~n(n-\'i) ^*^f*^''\ folglich 
wird die reclite Seite von (12.): 

Um abo V zu bestimmen , lial man die X^ xa suchen (es ist nfimlidi 
Vsss JE X^^^ d. h« solche Gröfiien, welche 

A) die Form X= S /n,«.E,,„((>i)E^,^((>2) haben, oder, was das- 

mz=U 

MftSE* 

selbe ist , X^= S {x^,^ 17,,,. ((^^ , p,) + X^,,,. fT^.. (^i ^q^)]^ wo die ^, sf, X Func- 

mssU 

tionen von q, nicht von (ii und 92 sind, 

J7) welche der Gleichnng (11.) genflgen, 

C) welche ffir if = Qo sich in die Gröfsen Xü verwandeln, d. h. in die 
durch (7.) gegebenen Ausdrflcke. Da ^^ in (11*) nicht vorkommt, so kann 
man diese Verflnderliche bei den Bedingungen QB) und (C) als constant be- 
trachten, so dafs auch in (C) X^ als Function nur einer Verflnderlichen Qg auftritt 
Da die Xii* zur Ciasse derX« gehören, so wird man dieselben auf die Form 

oder auf die Form 

gebracht sich vorstellen können, wo die /"^ y» A als gegeben anzunehmen sind. 

CreUe't Jonnud f. d. M. Bd. XXIX. Heft 3. 25 
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S. 5. 

Die Potential -Aurgabe wird durch die BedinguDgen volktdndig bestimmt. 

Um XU bestimmen, wie ff in y,,» vorkommen mufs, damit 

auch die Bedingung (B) des $. 4, erfOUe, setze ich diesen Ausdruck für X^ 
in (110 ™d erhalte 

oder, nach der Definitionsgleichang yon E^«(^i} in $.3., 

Da -^^4'(^«,»~^(^4~l)('0^%>i ^^® Constante in Bezug auf ^^ und 

(»2 ist, so kann nach dem Lehrsatz in $. 3. die obige Gleichung nicht anders 
bestehen, als wenn man ffir jedes m, 

hat. Ein particulaires Integral dieser Gleichung ist offenbar E«^«((>), d.h. eine 
ganze rationale Function von p, }/((>' — ft*), -^{fi^ — c'), und vom Grade tu Aus 
E^M kann man aber ein anderes particulaires Integral F^^ durch die ^^schen 
Untersuchungen *) ableiten. Man erhfilt nämlich 

Bezeichnen also h^^ und c^^ willkflrliche Constanten, so wird 

(13.) X,= S {*...E^«((»)-fc^.F^,((»)}E^«((».)E„.((.,) 

fl»SSU 

den Bedingungen (Ä) und (H) in $• 4. genfigen. Bestimmt man nun die 
h und c so, dafs 

(14.) »^e^«(po)+c.,^f^^cpo) = /:,., 

so wird, wenn man diese Werthe in (13.) subslilulrt, X^ alle drei Bedingun- 
gen erfttUen. Aus (14.) kann aber b und c auf unendlich viele Arten ge- 
ftmden werden, und dennoch kann es nur ein Potential geben, so dafs hier 
ein Widerspruch zu entstehen scheint. 

Ehe ich denselben aufzulösen versuche, will ich bemerken , dafs daraus, 
dafs das Potential endlich sein mufs, für das Potential des äufeern Puncts 



*) Gegenw. Journal Bd. II. ,| Über einige bestimmte Integrale." 
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folgt, dtb aUe i verschwinden mflsaen, 8o dafs (14.) 

e = /*?■* 

gidit, weahalb diese Ao^gabe dorcli die Formel 

•bO »SSO '«»äVPo/ 

gelöset wird. Wie die /l,,. dorcb die gegebene Function f(ß^(p) = F(ifg^Q2) 
aosgedrflckt werden können, kann man bei Lamd sehen; es wird fiberflOssig 
sein, Ifinger bei dieser Aufgabe zu verweilen, die nach Dem, was hier gesagt 
ist, als gelöset anzusehen ist, sobald die E bekannt sind. 

Gehen wir zur Aufgabe des Innern Punctes zurflck, die wir jetzt als 
Wfirme- Aufgabe betrachten wollen, da sich Das, was im Folgenden darflber 
gesagt werden soll, unter dieser Gestalt am anschaulichsten darstellen zu lassen 
scheint. Es sei hier sogleich bemerkt, dafs man nur dann einen WArmezustand 
erhält, welcher unserer Aufgabe entspricht, wenn alle c gleich Null gesetzt wer- 

den; sind die e von Null verschieden, so ist V=i JSX^ noch immer ein Wftrme- 

zustand, der aber dadurch hervorgebracht wird, dafs zwei con/bcale ElUpeoiden 
in willkOrlich gegebenen, von der Zeil unabhAngigen Temperaturen erhalten 
werden. Bei der Aufgabe, welche der unsrigen im Falle der Kugel und eines 
solchen Rotations «Ellipsoldes entspricht, dessen kleinste Achsen die gleichen sind, 
sieht man, dafs das Potential für jeden Funct im Linem des Körpers (also auch 
fttr den Mittelpunct) endlich sein mufs, sogleich daraus, dafs die Gruppe von will- 
kürlichen Constanten, welche dort unserem e entspricht, verschwinden mufs, 
so dafs die b entsprechende Gruppe bestimmt ist, wflhrend sich fOr die andere 
Gattung von Rotations -EUipsolden^ so wie fllr die dreiachsigen, nicht auf die« 
selbe Art das oben ausgesprochene Resultat beweisen lAfst. 

So lange man sich mit WArme- Aufgaben in Bezug auf die Kugel be* 
schäftigte, konnte demnach die Bestimmung der Constanten keine Schwierigkeit 
dadurch hervorrufen, dafs man eine zu grofse Anzahl derselben gehabt hatte, 
d. h. mehr als Besümmungsgleichungen vorhanden sind; eine solche konnte 
Vni entstehen, als man zu allgemeineren Untersuchungen flberging, so dafs 
Lame der erste war , der sie aufzulösen versudite. Was dieser im $. XIV 
Beiner Abhandlung sagt, um zu zeigen, dafs das von ihm aufgestellte Integral 
der partiellen Differentialrechnung (3.) allgemein genug sei *) , scheint mir nicht 

*) Ainsi ia serie (27.) > dans laqueUe E est une fonction rationelle, entiere et du 
degre n, de /(^« — &%) et ^(q* — c*), comprend, comme cela devait CIre, celle (26.) 

25» 
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genflgend, indem man in der That ein allgemeineres Integral der dort nnter 
der Nnmmer (30.) aufgefflhrten Differentialgleichung (bei uns ist dies die Glei- 
chung fflr y^») als E^M nehmen kann, ohne dafs die Formd aufhört, den rich- 
tigen Werth für den Grenzfall (die Kugel) su geben, wenn man im Übrigen 
?ne Lamd verfährt. Es geschieht dies z. B. , wenn man annimmt , dafs F,^ 
noch in dem Ausdruck vorkommt, sei es in Constanten multiplidrt, oder in 
gewisse Grö&en, die mit der Differenz der Haupt -Achsen verschwinden. (Es 
wird nAmlich ¥^^(q)^ mit wachsendem ^ , unendlich klein werden.) 

In dem unmittelbar Vorhergehenden habe ich angenommen, wie es 
Lamd thut, dafs der Grenzfall des Ellipsoldes, wenn die ExcentridMten noch 
immer b und e sind, aber die grofre Achse unendlich wird, eine Kugel sei. 
Dafs aber das EUipsoId auch in solchem Falle nicht mit einer Kugel verwech- 
sdt werden dflrfe, sieht man leicht, wenn man Das berOcksichtigt , was 
am Ende dieses Faragraphs Aber den Zusammenhang der Wärmezustflnde bei 
confocalen Ellipsolden gesagt ist; woraus hervorgehn wfirde, dafs, anstatt 
den Wflrmezustand eines Ellipsoldes zu berechnen, dessen Oberflfiche in einer 
gegebenen Temperatur erhalten wird, es nur nöthig sei, eine gewisse Ver- 
theilung auf eine Oberflfiche einer Kugel mit beliebigem Radius anzunehmen 
und den Funct dann als in dieser Kugel liegend zu betrachten. Dies steht 
aber mit den Formeln, welche man direct ableiten kann, im Widersprudi. An- 
drerseits ist auch nicht klar, (und ich möchte nicht glauben, dals dieses der 
Fall sei), dafs man für (>==(x>, E^»((>) mit (>* vertauschen könne. 

Sollte audi endlich Das, was Lamd hier gesagt hat, bewiesen sein, so 
ist daraus noch immer nicht klar, warum die Gruppe e aus der Auflösung 
verschwinden mOsse: die Wfirme- Aufgabe ist gelöset, wenn die AnhAufung von 

Wfirme in jedem Puncto, d. h. y-j -f g— r + q^ j verschwindet, und die Tem- 
peratur an der Oberflfiche die gegebene ist; ein Zustand des Gleichgewichts 
der Temperaturen kann nichts anders verlangen. Kann man auf mehrere Arten 
die Bedingungen erfflUeU) so giebt es verschiedene Zustfinde des Gleichgewichts. 
Da es aber nur einen Zustand des Gleichgewichts geben kann, so mflssen 
die Bedingungen ausreichen. 

Aus diesem Grunde ist auch Das ungenflgend, was ich in meiner ebeo 
erwfihnten Abhandlung p. 185 gesagt habe; das dort gegebene Resultat ist 

relative i la sph^re; ce qui n*aarait plus lieo, si Ton prenait pour E une integrale plus 
generale da requation (30.). 
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fireiHdi ebeiiM wie Lame^e richtig; es hätte aber geidgt werden mflesen, 
dtiii nicht nur die Reihe convergirt, sondern dafs aie divergirt, wenn man die 
P mit den Q auf irgend eine noch frei gelassene Art verbindet. Man kann 
aber in der That, unbeschadet der Convergenx, wenigstens in den ersten Glie- 
dern der Reihe, eine solche ; Verbindung eintreten lassen, da£i das dort Gesagte 
gMchfalls noch einer ErgAnmmg bedarf. Da Das, was dort nodi hinngefilgt 
werden mnfs, nicht wesentlich Ton Dem verschieden ist, was idi in diesem 
Paragraphen aoseinandersetxen werde, ja sogar sich nodi einfacher darthnn 
lifiit, als der ähnliche Umstand bd den dreiachsigen ED^psolden, so wird es 
Unreidien, wenn ich nnr die letatere Crattong von Körpern betrachte, ohne 
auf den besondem Fall der Rotations -Eüipsolden znrflckxnkommen. 

Man denke sich, dafii dn EUipsoId, f&r weldies ^ = ^' ist, während 
die Elxcentridtäten b nnd e bleiben (es sei ^^<: p^)) au dem gegebnen, f&r 
weldkes ^ = ^ ist, gesdmitten s^ Wird nun He Fläche, f&r welche ^ =s ^' ist, 
in einer willkflriich gegebenen Temperator erhalten, x. B. ^(^1,^2), so ent- 
steht Ae Aufgabe, den von der Zeit unabhängigen Wärmezustand F' dieses 
von iwei confocalen Elfipsolden begrenzten Körpers su finden, welcher an 
den Flädien, in denen ff='ifo oder ^ = (>^ ist, in den Temperataren M^ifinift) 
odw resp. ^(^1 , f 2) erhalten wird. Entwickdt man &(Qiy 92% wie oben F(ffi , ^), 
nadi den mit X^ beieichneten Functionen, setzt also 

WO Xü fflr JT. in (5.) gesetzt, die linke Sdte auf bringt, so ist J^ durch 
die Function & gegeben. Setzt omn dann 

und wie oben V^ = JE X^^ so wird X^ vriedemm durch (13.) gegeben, 

•so 

Während die b und e nicht nur durch 

(14.) *.,«E^(pü) + c^F^^iQo) = A- ^ 
sondern auch durch 

(15.) *^.E.,«(pO + c?^.F^.((iO = /;^ 

verbunden sind. Hierdurch sind alle b und e vollständig bestimmt, und man 

sieht, dafs b und e alle mö^chen Werthe annehmen können, wenn man ffir 

& und jP verschiedene FuncUonen setzt. Es wird also, wenn man 

X. =*Jk.E^((.)+c^F^(^^^ 



198 9. Heine, zur Tkearie der Anziehung und der Wärme. 



nssto 



seist, wo die b und e belidbige Zahlen sind, F= J? X» immer ein soldier 

WArmesnstand sein, der sich nicht verflndert, wenn man ein Ellipsold, für 
welches (> = (>u ist, in der Temperatur 

und ein anderes für das Q=^(f\ wo if' beliebig ist, aber kleiner als po, in einer 
Temperatur 

erhält. Läfst man nun q^=c werden, so wird die Wärme im gegebenen 
EUipsoId unverändert bleiben, wenn man seine Oberflädie und die Ellipse f&r 
die if'= c in willkarlichen Temperaturen erhält; man hat also einen Zustand 
des Gleichgewichts im ganzen Ellipsold , ohne dafs die c,^ verschwinden. Diesw 
Zustand ist jedoch von dem verschieden, welchen unsere Aufgabe erfordert, da 
bei derselben die Wärme in der Ellipse, fQr welche Q^=:e ist, wieder auf- 
gewandt werden mufs, um andern Puncten Wärme mitzutheilen , im Falle der 
zwei Ellipsolde aber (oder des Ellipsoldes und der Ellipse) dieser Ellipse eine 
bdiebige Wärmemenge von den umliegenden Puncten mitgetheilt werden darf, 
da dieselbe, wenn sie die Temperatur der Ellipse erhöhen sollte, nach der 
Natur der Aufgabe wieder entfernt werden mufs. Der ganze Unterschied zwi- 
schen den beiden Aufgaben, die wir hier betrachten, kann also nur darin be- 
stehen, dafs der Wärmezuwachs fflr unsern Fall in allen Puncten, von (» = (>o 
bis (f=^c, letztere Puncto noch eingeschlossen , Null sein mufs, dafs hingegen 
im andern Falle die Anhäufung von Wärme von ^ = (Vi bis p ==? c excl. 
verschwinden mufs, fQr (i=0 selbst aber von Null verschieden sein kann. 

Die durch die Einwirkung der umgebenden Puncte im Puncto x^ y, z her- 
vorgebrachte Anhäufung von Wärme ist, wenn K einen constanten, von der Natur 
des Mittels etc. abhängigen Werth bezeichnet, in einer unendlich kleinen Zeit d t, 

K8xaydzdl(-^^+g^^r + '^^y 
Soll sie fflr alle Pancte verschwinden, so nrars man 

haben. Transformirt man nun x, y, z in (>, ^,, Oj, so erhfilt man fta 

-|^ -}- -ä~:r + "3^ ^^^^ ^^^ Ausdruck, welcher auf der linken Seite von 

(3.) steht, sondern diesen noch dividirt durch (p^ — pj)((>' — pJ)((>J p*). 

Kann man nun gleich diesen Factor im allgemeinen weglassen, und erhält so (3.), 
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so wird doch fftr einxdne Pimcte der Nenner verachwinden. Es kann nfimlich 
i^ — lf\ nicht verschwinden nnd ^t— ^^ ^^'^ ^^9 wenn (>| = (>3=:& ist. Dafs 
fiBr diesen Fall der in Rede stdiende Ausdruck noch Nnli ist, lAfst sidi ebenso 
seigen, wie ich beweisen werde, dafs er für (>^ — (>] = verschwindet, wenn 
sUe e^^ NnU werden ; es wird femer klar werden , dafs wenn die c«,« in der 
LAsnng bleiben, der Ansdrack nicht versdiwindeU Soll ^^— (>^=0 sein, 
so ist dies nur fOr die Pnncte möglich ^ fbr welche q und (>t beide gleich c 
sind, so da£i nur filr die Puncto eine Schwierigkeit entsteht, fOr welche (» = c 
ist; was auch mit Dem flbereinstimmt, was wir auf physicalischem Wege fan- 
den. Fflr den Fall der awei EUipsoIde können die c^ in der Lösung ent- 
haltM sein, da für den Fall ^^ — (i^ = der obige Ausdruck des Wfirme* 
Zuwachses nicht mehr zu verschwinden braucht. Endlich sei nodi bemerkt, 
daiii wenn man p und pi einen unendlich kleinen Zuwachs V fttr den Fall giebt, 
in welchem sie einander gleich, also beide gleich c sind, dafs dann, wenn 
positiv ist, ^ in 9 -f^^ dagegen ^1 in (»1 -—0 fibergeht, indem e das Minimum von 
ff und das Maximum von ^1 ist 

Aus $. 4. ersieht man, daiii wir nur zu beweisen haben, es sei 

,_ » =0? wenn p = (>j|=c ist, wo man zur Abkürzung 

gesetzt hat Es wird sich zeigen, dafs wenn man in dieser Gleichung X^^= 

E^^(Qi)E^^(fi) macht, dafs dann -^ j wirklich verschwindet ; dafs es dage- 

gen nicht verschwindet, wenn man X^=zE^^((fi)Fn,m(if) setzt. Lfilst man die 
Indices n und m weg und wählt den Buchstaben Z, um E oder F zu be- 
zeichnen, so hat man 

(16.) ^^((,'_6»X(»'-O4-^<»(V-*'-O+(B-nCn-j-l)(»')Z((»)=0. 

Setzt man f Or p in diese Gleichung (>-f ^ ^^^ berflcksichtigt der Kürze 
wegen nicht alle 5 vorkommende Potenzen von W, sondern nur die Ote und 
die Ite, so wird: 

Nan ist q^ — (>*, wenn man if-\-Gi statt q und ^1—0 statt ^i setzt und darauf 
C» = (», macht, ^,_^, _4a,^,^ 
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also für f = (^i ist ^_ , die Grenie Yon 

(17.) {2,>-2(*'W)W1e(^)^^^-Z(,)^-"^| 

-2»i(»i+l){E((»)Z(p+»)-Z(e)E((.-»)} 

f Or (> = « und = 0. Man findet dieses sogleich, wenn man statt X^ , wie es hiw 
geschehen ist, E,^(pi)Z.,,((>) setst nnd die linke Seite von (16.) forden Angen- 

blick «=X(P) ">•<*». E» wird dann offenbar A = E^,(ei)x(p)— E«,«(e);f(^i)» 
d. h. die Grense des Ansdmdn (17.). Setzt man darin =:0, so wird 
derselbe offenbar, wenn Z = E ist, als Differens sweier gleichen GrOfien, 
fttr Jedes p, also auch fOr (»ssc versdiwinden; was zn beweisen wir. 
Ist Z=F, so ist bekanntlich 

es Yorschwindet also in (17.) der mit 4p*--2(6'-f e*)p mnltipBeirte Theil, 
nnd ebenso anch der Factor von 2ii(ii-j-l). Dagegen wird 

WO K eine Yon yerschiedene Constante ist; also wird der Factor yon 6(»^— o'— t^ 
in (17.) gleich /y»pi_^ix^/pt_gt) ^ mithin fttr p = c nnradlich. Da nnn l^i», 

wenn anch nicht immer em Glied Yon der Form E(^i)Z((»), so doch eine 
Snmme Yon solchen Gliedern ist^ Yon welchen jedes noch mit E(^2) nnd 
einer Constante mnltiplicirt ist, so sieht man, dafis bei unserer Aufgabe die F 
nicht Yorkommen können^ also die c«,«, yerschwinden mflssen. Es wird demnach 

(18.) F = ^ JF /- K^E^p^jg^p^^^ 
In dem Falle, anf welchen sich die Gleichung (15.) bezieht, ist 

In dem folgenden Paragraph werde ich die hier gegebne Lösung der 
Aufgabe (18.) in einer andern Form miltheilen: ich werde den Bedin-^ 
gungen (-4), (Ä), (C) des §. 4. noch die hinzufügen ^ daf^ die X^ 
nach (f und p2 symmetrisch sein müssen, (denn dieses drückt vollkommen 
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aus, dafs V nur die E, keine F enthält) und dann den Factor ^'^ — if\ 
im Nenner eemachläeeigen können. 

Aos (18.) geht hervor, dafs man, anstatt die OberflSche eines gege- 
benen Ellipsoldes in einer gegebenen Temperator zu erhalten, ein ihm confo- 
cales gröfseres oder kleineres in einer gewissen Temperatur an der Oberfläche 
erhalten kann, ohne dafs der Wärmezustand der Functe, welche beidemal in- 
nere sind, verändert wird. 

In der That, wenn die Temperatur ffir ^ = ifu 

ist, so wird diejenige für einen beliebigen innem Funct ^, ^i, ^2 durch (18.) 
ausgedrflckt. Dieselbe Formel findet sich aber auch, wenn man die Ober- 
flSche, ffir welche ff=^(f' ist, in einer Temperatur erhält, welche durch 

»=0 MBU "»,«V|fo/ 

ausgedrflckt wird. 

Ist die gegebene Temperatur fttr (» = (»0 

wo f^^ eine beliebige Constante ist, so werden die Wärmezustände zweier 
Puncto (»', C^M ^ ond if'\ pi, (^29 die ich durch P und V bezeichne, das 
Verhältnifs 

P:F-=E^«(C^O:BU«(C^'0 
haben. Die Wärmezustände haben also dasselbe Verhältnifs, welches auch (>o? 
und wie grob auch f^^ sei. Welche geometrische Beziehung zwei Puncto 
dieser Art haben, ist hinlänglich bekannt. Man sieht aber aus diesen Be- 
trachtungen die bedeutende Rolle der von LamS eingefohrten Functionen £ 
in der Wärmelheorie, und wie wichtig es sei, dieselben genauer zu er- 
forschen. 

§. 6. 

Aufstellung der Formel für das Potential des ionem Punctes. 

ist 



iSS» 



wo 



_ „ tl.3.5.... (211—1)}« __ i l.3.5....(2»- l) t* 



17(11— m)iZ(i 
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Da niin 

{cos tf -f i sin tf cos (9— V^)}" eosmt/ßdtp 

=s 2eosmq>f''{€osO'\-imiOeostpYeo3myßdiff, 
so wird 

i\«[cosflcosm9 = — jj n[2n) '^n,m(9i,9ty 

Macht man also 

nnd ^l,« = i— JT(ji+m) 17(11— m), so ist 

Diese Formel erfOUt die Bedingungen QÄ) nnd (0) ungleich, nnd ist symme- 
trisch nach if nnd ^, ebenso wie folgende: 

(20.) fp.m^ix)^ = r., 

wo zur AbkOrzniig 

gesettt nnd, wenn a, ß Constanten bedeuten, ferner t eine sogleich xa be- 
tUmmende ZahlengrObe 

'Ö(X) = ai,-f aiC08/-f- ««*082;if -{-.... -f 0,008 «X 

-f/?i8inx-i-/9,8ln2;C-i-....-f/J,«n»;f ist. 
Setzt man noch fiDr t>»\f) (oder schlechtweg für v^\ wenn das Argwnent p 
nidit xweifelhaft ist): 

t>ir\<>) =Jj{9-\-i(sf^-^*) co8/cos^y(p'-c»)sin/8inv|"cosmvco8;»;f öyö;:, 

(81.) ( * • 

!«»»*(?) =y*^'"{p+>'(e'-*')««*/«>8V'+|/(^'-c') sln/sinV'l'siaM^ rinÄCÖV öx, 



• • 



.0>) «(-) ««j ..fp) (■) 



wo »r = e^ ' nnd R>r = «»r» s» >»* 
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also, Binmit man bei der SammaUoii für ;r==0 die Hftlfte, 



Seilt man — — ^, **^ = t, so erhftit man endlich 

r.^Tfl^.^:::.{ü^.(«».,(.,)Ta,pL->((»)+fr^.(ei,(»,)''l>,«'?>((»)}. 

MsO pssU psl 

Sind die Constanten a und /3 se bestimmt, dab für (» = ^ aoch T.= JE]^, 
§o in V =z JS T^ der gesuchte Wftrmesustand. Um lu sogen, worauf 

»esO 

fiese Bedingung liimiuskommt, fahre ich fBr die ^i und ^ wiederum und q> 

(nOfg gm \ 

^ l^-»-((»t»et) = ^;;;;;^-2S=r^%-[«»fl«o»"»») 

(88.) r.="-iV«y;-iV.[oo8^ {cosiiiy 'Ü"«^rJr>((»)+8inmy "-T >pii»2'>C(>)}, 

MsO pssO • pssU 

wem man die constanten Factorra weglAfst, in welchen m nidit yorkommt. 
Andrerseits hat Z^^ die Form 



ISSII 



JC = ^«;^,{^^,co8»iy-fÄ^.sin«iy}P^.[co«fl. 



«tsu 



Seixt man abo für JQ* sdnen Werih ans §. 8. , so wird 

/^.= ^/"ö^sin*'P^.[cos*']/V(*',y')«>8«y'öy', 

Soll demnach for p = ^^9 T^ sidi iü ^ Yerwanddn, so hat man die a und ß 
aus den linearen Glddiungen 

(24.) Ta^te>(e«) == f?~ ; T/9^irW(e«) = ^ 

prHI "^ #«,• p»l JPm» 

SU bestimmen, wo 

1 j* 

Sind hieraus die a und /3 gefunden, so substituire man ihre Werthe in 

(22.); dies giebt schliefslich V=:ST^^ als den verlangten Wirmesusland 

•=0 

wies Fnnctes, dessen Coordinaten q, &, fp sind. Wir haben demnach nur 
noch SU beweisen, dafs die Systeme von linearen Gleichungen (24.) mög- 
Uch sind. 

26 • 
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Ober die linearen Gleichongren in §. 6. 

Jedes der beiden Systeme linearer Gleichungen im vorhergehenden 
Paragraphen zerfUlt wiederum in zwei andere, indem offenbar r^^ und w^^ 
verschwinden, wenn nicht m und p zugleich gerade oder zugleich ungerade 
sind. Wir haben daher statt der Gleichungen (24.) vier Systeme zu lösen. 
Ist das Argument der v und w, welches der Kflrze wegen weggelassen wer- 
den soll, (»0, so hat man 

A) wenn n gerade ist, 

a2t4^>+«.r?>+.... + «.r?> = f?2., a,ri') -}.«,ri^> +,...+ a...t;£l =^^, 






i?) wenn ii ungerade ist, ergeben sich gleichfalls vier Systeme von 
Gleichungen, aus welchen der Reihe nach a«,, c^, .... a^i; «i, ff), . • . • a»; 
/92,' /?4, .... /9».r, ßi^ ßs^ • • • • /?» bestimmt werden 

Vorausgesetzt dafs f{0, (p) reell ist, so werden die a und ß mit ungera- 
dem m von der Form Pi sein, wennP eine reelle Gröfse bezöichnet; woraus 
hervorgeht, dafs der Ausdruck von T, ungeachtet des imaginairen Werthes von 
g'^^^ , reell wird. Hat man die a und ß gefunden , nachdem man für g^ A, g' 
die Werthe aus (23.) und (25.) gesetzt hat, so findet sich, wenn man für 
m =: die Hfilfte nimmt , 

(26.) V = 2*^*"i*'Ü"{1.3.5....(2n— l)}^f— P^«[cos«J 

»=0 «1 = p=:0 

J {e+t^(p^-*')cos;CCOSV/-f y((>^-0«n/sinv/}"(ap w%j^\ßp fänjni;)eo3m(^x)^Sx^ 

a o 

Ist b=^e=i^ so verschwindet v)^^ und w^\ wenn nicht m'=^p ist^ 
und man hat aus (24.) 
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Da ferner 



^I-.(1.3.5....(2.-1)}* _ ^^ ^^ 

^ir^fo) ti^rcfo) ^->-tfo] 

so geht diese Formel in die (15.) meiner früheren Abhandlung Aber (wie 
es auch sein mufs), wenn man bemerkt, dafs das dortige i(jf^—\) hier ff ist. 

Wenn gleich es mir nicht gelungen ist, die linearen Gleichungen ohne 
Gdbrauch der Determinanten allgemein anfsulösmi, so Uiiit sidi doch zeigen, 
dalii sie sich immer durch dieselben voUstindig auflösen lassen; und iwar 
werde ich den Beweis fflr ein beliebiges System yon den iweimal vier füh- 
ren, %. B. fDr das Nr. 1. unter A» Zur Bequemlidikeit beieichne ich in die- 
sem Paragraphen durch m und p gerade Zahlen , und setze 

^r =/^'^-.p(pSPo)i?M.(p',eo)^' 

Abdann kann man das System 



• • 



blob dadarch aoflAs«!, daft aOe X gleich Null geseist werden. In der That, 
wenn für jedes p 

•1=0 •/ MsU y 

a 

ist, SO ist auch 

also fflr jedes q' 

*"\r,,^(p%Pü) = 0; 

welches nach $. 3. nicht anders möglich ist, als wenn alle l verschwinden 
Es ist daher 

▼on verschieden. Andrerseits ist 



»SSO 
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elso i^t 

Jg.) = JI-) == »-«•4r*'^»{i»£'><)-|-»WrW +....+ »<:)»<•>}. 

Nadi den SAtzen Ober die ZeAegimg der Determinanteii folgt au dieser 
Oleidraiig, dafs (J?±«r$'^...r;)*, oder dafs 

niclit TerschwindeL 

In $. 8. ist bemerkt worden, dafe die Aufgabe, eine ganse rationale 
Fanetion P von p,^, ^(«»1— *') y(<»*— **), VC«*— pDyCe'— O m finden, welebe 
der (Heiohnng |:^P ^.^^«(»^.^(^.^^.«jp _ o 

ganflgt und fiUr (^ = ^ in eine gegebene Fonction von Qg flbergeht, die ick 
mit F(ifi) beBeicImen will (wo natttrlidi F(ifO nicht ganz wiDkflrlich gegeben 
sein kann), auf Systeme linearer Gleichungen führt. In derThat erhdt man, 
da P die Form 

beben mnfs, die Gleichung 

9 so , 

Dividirt man auf beiden Seiten mit (^" und setst 
woraus 

*!^ = »'cos«x+«*siii';f 

hervorgeht, so wird 

/ (C»ü+ V'(p; — **) C08X cos V* -1- »^(^2 — «*) sinz sin v»)' -i"(y, cos yV' + A, sin y ^) rfV' 

so dafs man 

afhill, also zwei Systeme Gleichungen von der Form (24.) <» die demnach im 
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Anfang dieses Paragraphen schon behandelt sind. Da diese Gleichungen immer 
mAgttch sind, so ist klar, dafii wenn die Aufgabe, mit der wir uns jetzt be- 
sehifUg^n^ mögHch sein soll, die Function F so beschalTen sein mufs, dafii 

(»' cos'jf -f c" sin^x)*" HzTTn — /x > - » ) 

V A i A/ \y(6*cos*;|f-fc*sm»;if/ 

-j- *i sin/-}- *2 sin 2^+ . . • • + *i ^^^ ^X 
ist; wo die a and b beliebige Constanten bedeuten. 

Es ist also die Aufgabe, obige Systeme Gleichungen zu lösen, mit 
deijenigen gleichbedeutend, P aus den gegebenen Bedingungen zu finden; die 
Lösung der einen giebt sogleich die der andern. Ffir einzelne besondere FiUe 
von P(fi)y z. B. wenn 

ist, wo V^ einen beliebigen Winkel bedeutet, kann man freilich? finden (in 
letzterem Falle entsteht es aus l^((>i), wenn man darin q^ mit q vertauscht), 
jedoch bleibt die Aufgabe im Allgemeinen noch ungelöset, wflhrend bei den 
Rotations -Ellipsolden die Möglichkeit, die in der Anmerkung zu $.3. aufge- 
stellte Frage zu beantworten , die für diesen Fall bekannte Lösung verschaA. 

§. 8. 
Eim'ge Bemerkungen über den Zusammenhang der E mit den U und W. 

Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dafs die Froducte E(^i).E(92) 
linear aus den V oder W bestehen, so dafs man fdr einige derselben 

mssO 

fOr andere 

»SSM 

hat, wo die ff und k constante Werthe bezeichnen (einige von ihnen können 
auch sein). Ebenso sieht man, dafs die E aus den v oder w zusammen- 
gesetzt sind, so dafs sie die Form 

E.,^((^i) ="!•* "^"^«»P «^m,p(Pi) oder E,,^(p.) ="i" '^1"*^,^ w^^^(q,) 

»=:üp = »=fl p=U 

haben, wo die ff und h wiederum Conslanten bezeichnen. 

In dem Endausdruck für einen partiellen Wärmezustand bei Lame' er- 
sdieint als Nenner ein Doppel- Integral, von welchem Lame zeigt, dab es sich 
ohne andere Transcendenten als n ausführen Itfst« Um zu zeigen, welche 
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totte dieses Inleg^ spiele, setze ich dasselbe gleich A^^.^ und habe also 

Ss sollen hier, wie bei Loim, nor solche il^. betrachtet werden, ausE ent- 
stehend, welche nnr gerade Potenzen yon (>i und (^ enthalten und rational 
lach pi and p, sind. 

Nnn ist klar, dab 

(29.) P.[Y] = S^ /;.E^.((.)E.,.(<»OE^((..)E^.(Pa), 

wenn ff, ^' etc. in beliebigen Greuen liegen. Macht man Y, wenn man darin 
Ifi and (>2 mit (f'i und (»x Tertaascht, gleidi Y', and setit 



»ste+l 



s A::.^Ewi((»)Eiri(<»')Eirj(pOEi5i(e,), 

MSSO 

wo der den P und den E angehängte Index /u^ bezeichnet, dafs nur He E und 
nur der Theil von P genommen werden sollen, welche nach ifg und ff^ rational 
sind und nur gerade Potenzen yon ^i und (i^ enthalten. 

Transformirt man das Integral links in (30.) und setzt dazu 

so erhalt man nach (8.) fOr dasselbe 

\.f'dB's\ae'fP, [/] P.[cosy] ßy'. 

Andrerseits ist dieser Aasdmek nach (7.) = „ , . 'P,[Y], so dafs, wenn man 
fOrP.IT] seine Entwicklung aas (38.) setzt, die Gleichong 

Es ist demnach der bei Lwmi vorkommende Factor ~| — , wo Ji^^ durch 

(28.) definirt wird, gleich -L— xJ multipiicirt in den Factor f^^^^ der bei 

der Entwicklang von P,[Y] in der Form der Gleichnng (39.) entsteht 
Berlin^ den 19. April 1844. 
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10. 



Additamentum ad fuoetionis r{a)=J"'^'.af-^Bx theoriam. 

(Aselora Dr. Chr. Suiernumn, prof. malh. ordin. Monatt. Goetipb.) 



Jp anctioneni r(a)=j 0^.af^dx (rive J7(a— 1) seemidiim GauMm rigni* 

ioationwii) lüde ab Ekdero saepins pertractatam a Geometris celeberrimis anno 
modo praeterito fdietenme perscnitatas eat Bern. Jos. FSaux^ PbOosopb. Dr. 
et soperioris magf steiü candidatos illnstris in dissertatione inangnrali matbematioa, 
cd titolas: ^De fiuietlone, qoae liltera F^ ) obsignator, sive de integrali Euleriano 
seeondae apedei; Monasterii typis Coppmratliianiä.** Invenit inter alia fonnu- 
lam aiye aeriem, qnae infinite multas continet series infinitas, et qnidem bano 



(f.) r(a) = ilog2n-i»+(«-i)Iogo-fi.2|3(l+^+^j:^+....) 

12/1, 1 , 1 , \ 

2 * 3 . 4 Va« ' (<H-i)» ' (»+-2)» ■" * * "' 

cd calcalam fonotioiiis nomericam snperstniendam esse Toloil, qnod yero ne- 
gotfam, quia series tarde conTergimt, non sine molestüs peragetor. Quam ego 
seriein alio disposoi ordine, at singniae series iniutae, qnibus iUa constat, 
snnunari qneant, qnod contigit adiomento fornralae 

1/1 ± 2_ ±aJL ± 4_ J. I _5_ 1 6^ J_ j \ 

2'V2.3*o» 3.4*a« ' 4.5o« 6.6*0»'' 6.7*ä* 7.8*a«"f' •"V 

= («+*) log(l+4)~l. 

Hoc modo oritnr series simpliciter infinite convergens, qaemconqne valorem 
argomento a tribuas, ideoqne ad calcolnm propositam absolvendnm eiqpeditissimf 
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(2.) logr(a) = ^logSn-a-f («-*)log«+(a+i)log(l+ ^) - 1 

+ (« + i)l0g(l + ;jlj)~l 

+(«+i)log(l-f5^-l 

+(«+*)Iog(lH-i:^)-l 

in ^a logarithmi obvii sunt natorales. Si ^ concedere loeom nonnisi log«- 
riUunis Tolgaribiu, tive Briggids, adhibeas formolam 

(3.) logr(«) = ^log27i-/ua+(«-i)loga+(i»-|-*)log(l+ 4)-^» 

+ («+*)log(l + i^)-ii» 
+(«+*)log(l+4^-A* 

+i(«+l)log(l+j^)~^ 
-|- eto. 

ia qua est ^ == 0,4342944819a Si ftmeti<Hii8 argnmeiitam « in fommla (2.) 
onitate angetor, series abit in nmilem 

logr(«+t) = llog27r-(a+l) + («+i)log(«-f-l)+(tf+i)log(l-i-^)-t 

+(«+f)loff(t + jj:^)-l 
-f etc., 

^e Yero, qoia log(ß-\-i) = Uiga-\-]og(l-] — ) est, ita disponi potest: 

(4.) Iog/r(«) = 

iogr(a+l) = ilog2«-a+(a+*)logo4-(«-f*)log(l+4-)-l 

+ («+i)log(t+j^)-l 
+(«+«log(l + j^-l 

+ («+l)log(l + 5:^-3) -1 

+ ete. 

Si aequationem (2.) snbtraUs ab hac, raaanet aeqaatio simplex notisdnui 
|ogr(«-f 1)— logrCa) = loga, sive 
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r(a+I) = a.r(fl), 
unde perspicis, formidas (1.) et ^2.) esse reyera eas, ut fiinctioiiis natarae^ 
quam exprimit formula r{a'\'l) = a.r(a)^ egregie satisfaciant. 

Formiik (4.) in primis saltem terminis congroit cum formula Dotissima 
Oaussiana, vei si mavis, Euleriami 

iog/y(g) = iiog2yr— fl+(a4-i)loga-[- B — B •{• B — B j- — ...., 

1.2.« 3.4.a* 5.6.a* 7.8,a^ 

at in eo longe ab Ipsa discrepat, quod in reliquis terminis deest potentia — , 

1 
quam in hac oontinet terminn s B ; qna e re grayissimi momenti, ot alia 

siientio praeteream, eoniiciendom esse yidetur, alterutram formnlam esse falsam. 
Si formnlae (4.) Tis inesse logarithmos vulgares loco naturalium, ipsam mu- 
tabis in 

(5.) log/r(a) = 

logr(fl+l) = ilog2Ä-iU«4-(a+i)log€i4-(a+i)log(l+ ^)-/^ 

+ («+i)log(l + -^)-iti 
+(a+|)log(l + ^-Ai 

f(«+l)»og(H5{-3)-it^ 
-\- etc. 

Formnlae prolatae novae eo magis convergunt, qao maias sit argomen- 
tam a, at semper convergont, qoicnnqne argumento a tribnator valor, quam 
exilniain proprietatem fonnulae modo dictae Gautnanae deesse notissimnm est 
Si obsignationem a celeberrimo GauMsio nnncopatam ulterius proseqaimor, et 

—^ — -z= V{a) ponimus, aeqaalio (4.) illico praebet formnlam novam 



da 



(6.) na) = loga+ A +log{H -'-) -^^ 

+ l0g(l + iji) - 2{aTit{l+ T) 
+ log(l + ^)- '2{ai-2)(a+3) 

-}- etc. 

27» 
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in qna est 

1 ^ I i\ 2a+l *M* 21,31 lli51 , \ 

et qnae satisfacit aeqaationi notae 

!F(a+l) = 'P(«) + j:p[- 

Onia ^^"^^ =4»— + 4->— rr ^t P^^ modo omiies fraedones sab* 

^ 2a(a+l) 2 a^ 2 a+1 *^ 

tractivae decomponi poMunt^ aeries etiam hoc modo se liabet 

+*•«(* +5PHhl) "" T-(a+Htx«+*+2) 

-j- elc; 

qaare videSf fnneüonem V(a) esse limitem ezpressionis 

. „._. tN_ 111 1 1 1 

wg{a-^Kj a+l""«rj-2~*«+3 a+t-t" 2*irpk 

cresemite nnmero positiTO A in infinitom. 
Seriptnm die 9 Febraarn 1845. 
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IL 

Theoria novi multiplicatoris systemati aequatioDam 
differentialiani vulgarium applicandi. 

(Aaotoie C G* J» Jamhi, prall oid. aath. BotoL) 

(Cmt diHwt. N0.16. teu.XXTII. tu«. III.) 



Caput tertian. 

Theoria M ultiiilicat jte systematifl aeqaatioiiaiii diffefentialfaim 

ad yaria exenqpla applicata^ 

De Midliplicttore cjfteBilia teqratioinmi differentiaUum ooiiislibet ordinit. 

$. 14. 
j^Lequattononi düferentialiüai systema, qao altftsima qnae^e yariaUliiim de- 
pandentfum differentialia per differenäalia inferiora ipsasqae variabOea ezpri- 
mimtiir, conatat in ayatema redire aeqnationiim differentialiiim primi ordinia) ai 
coiiiaqae variabOia dependentis differentialia altiaaimo inferiora ipaia yariabilibna 
adamribantor. Deaignantibna enim x^ y etc. yariabilia independentia t ftinctionea, 
proponantor inter t, x, y ete. aeqnationea differentialea, 

1. ^ = ^^ ^t^ = B, etc. 

ipaaeqne A, B etc. non altioribna afftdantor differentialibna qoam (fi— i)^ ^ina x, 
(y— 1)^ ipaina y etc. Patet, habende pro noTia yariabilibna dependentibna dif- 
ferratialia, qnae L^grangiamo more per indioea denoto, 

aeqoationibna differentialibiia (1.) haa aliaa anbatitd poaae fnrinA ordinia: 



di:4x:dx\... 

€% / • ^x • ^y • • • • 



.... 






Qnibna in aeqnationibna variaUUnm anmenia amnmam ordiunm altfaaimomm dif- 
ferentialinni in (1.) onitate anperat 
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Moltiplicator aequalionum differentialium primi ordinis (2.)) cum ^piibiis 
aequationes differentiales (1.) conveniunt, etiam a me in sequentibiis appeDabitor 
aequationum (1.) Moltiplicator. Unde ut omnia theoremata de Hultiplicatore 
aequationum differentialiain primi ordinis in duobos Capitibas praecedentibiis In 
medium prolata ad Hultiplicatores aequationum differentialium cuiuslibet ordinis (1.) 
applicentur, sufiGcit ut pro aequationibus ibi propositis, 

3* dx t dxi : dx'i . . . . : dx„ 

sumantur aequationes (2.). 

Si aequationes differentiales primi ordinis (2.) et (3.) inter m compa- 
ramus, videmus in illis specialitatem quandam formae loeum babere, videlicet 
quantitates primis differentialibns proportionales, quae generaliter yariabiliuni 
functiones sunt, maximam partem in ipsas abire variabiles, neque vero in eas 
quarum differentialibus proportionales ponuntur. Quo habitu speciali fit ut aequa- 
tionum (2.) Multiplicator, quem aequationum (1.) quoque Multiplicatorem voco, 
definiatur formula quae, tantopere licet aucto in (2.) variabilium numero, non 
pluribus constat terminis, quam si ipsae primi ordinis fuissent aequationes dif- 
ferentiales propositae (!.)• Consideremos enim formulam ad definiendum aequa- 
tionum (3.) Midtiplicatorem propositam $. 7. (4.) , 

^-^ dJC , 9^1 I dJCn y d log in 

Si pro aequationibus (3.) sumimus aequationes (2.) fit ^^/^ Al=1; porro 
variabilibus Xi^ x^ etc. substituendae sunt 

r> y, y\ /^^ y^^'^ etc.; 

functionibus denique X^^ X^ etc. substituendae sunt quantitates 

r', y"f /". .... /^'^, B. etc. 

lam in (4.), quoties est Xi una e variabilibus Xf x^^ x^ etc., ab ipsa Xi 

dX* 

diversa, evanescit terminus -g^y uti generaliter fit si fnnctio JT/ ipsam Xi ncm 

implicat. Unde sumendo pro (3.) aequationes (2.), abit aggregatum (4.) in 
hanc expressionem simplicem, 

. aJ , eg I _ dlogM 

öjrO>-o ' ö-^(9-J) "T ^^^- — jf • 

Hac formula Multiplicator M definitur systematis aequationum düferentndimn 
cuiuslibet ordinis (1.). 
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Sequilar e (5.) 9 qaoties sinml ipsom^ a differenttali (/r — l)^ 
ipsam B a differentiali (q — 1/^ ipsius y etc. vaomim sit, aive generaUtis, quo^ 

ties aaareaalum 

dA , BB . 

iienüce evaneseat, slalm posse if=l. Si aggregatam (5.) non identice 
evanescit, ad indagandam Multiplicatorem circomspiciendom erit dUferentiale 
oompletam , cm idem aggregatnm sua sponte vel etiam per aequationes diffe- 
rentiales propositas aeqaetnr. 



1 



Principinm vIIibü Moltiplicatoris systemati aeqnationum differentialimn coiiislibet ordinis 

applicaUun. 

§• 15. 
Aeqnationum- differenüaliiim propositanmi (1.) §. pr. Integralibos prae- 
ter mimn omnibus inventis, quandtates 

Xf y^ • • • • y^^""'^ etc. 

omBes exprimere licet per daas u et v, pro qoibos aumere licet binas e qoaii- 

titatlbii9 (J.) vel earmn fonctiones qaoalibet. Differentialia ^ et ^^ sabsti- 

taendo differentialibns afi'^ y^"^^ etc. si opus est valores J, B etc., et ipsa 
aeqaantmr qaantitatum t, x, x* etc. funetionibus. Qnae fimctiones, Integralimn 
inventomm ope per 11 et r expressae, ai denotantar per 

IT rf« jF d^ 

^ — di^ ^ — dt^ 

dabltmr inter 11 et r aeqoatio differentialis primi ordinia, ultima quae inte- 

granda reatat, 

1. Vdu—Vdv = 0. 

Secundum ea quae $.11. tradidi, cognito aequationum differentialinm proposi-- 
tamm Multiplicatore M erui potest factor ^ qui eius ultimae aequationis diffe- 
rentialis (1 .) laevam partem efficiat differentiale completum, quem ultimum Mul^ 
tipKcatorem appello. Habmido enim, qvod per ItUegraÜa mvenla* licet, 
qfiantitatee (A) pro funetionibus ipsorum u et v Conetantiumque ArH- 
trariarum quae Integralia implicant, earumque funetkmum formanäo De^ 
terminane J, fit ultimus Multiplicatar N=J.M. 

Principium Ultimi Muläplieatorü^ quod propositione antecedenle con- 
tinetur, etiam sie concipi potest^ 
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dhiio uUimae asquathnU üfkrmtialiM (1.) MuUipÜealor^ pgr D§» 
ferminmu J, eandUkm^m Eulerianam pro MullipBattars p^len^ 
Um trmuformari in aSam conütiotiem ab hUegroMuM r§4metiom 
aikibitis inäependeniem, cm /brmulandae Muffidant aalae MqmUhnM 
iiferetttiales propaailae. 

Viddicet aeqoatio conditfonalis, cai aequatfonis (1.) Hulliplicator df satiBfäcere 

debet, fit 

du ' dv 

Qoae ponendo 

^ = T 

et subatitaendo Constantibiui Arbitrariia ftmotionea quantikatnm QA.') aeqdTa- 
lentea transformabitiir in hanc, 

älogM i dA i dB ^ 

coi fonnandae aufficiimt aeqnationes differentiales propoaiUie (!.)• 

Sint J7i=0, i7, = etc. aeqoationes integrales reductioni adhibitae 
binaeqae aeqoationes qoibaa ci et o ab ipaia tf x, a^ etc. pendent, aive etiam 
aliae qoaeeonqae aeqaationes com illia aequivalentes : constat e Detenninanliam 
fiinctionaBoni proprietaübns , aequari J fracHani, cuiua denominutor sil 
fknctUmum IT^ , IT2 ete. Determmatu formaium quimtilalmn (J.) reapectu^ 
num€ratnr autem earundem fkneüanum Determinans^ qumUiUilum u et v 
Caiutantkmque Arbitrariarum respectu fbrmatum. Si pro 11 et 9 ipaae 
sumontor i elx, pro aeqoallonibns J7i = 0, IT2=zO etc. solae snmendae rant 
aeqniationes integrales simolqne / et or in binis Determinantibos formandis de 
nomero variabilinm toUendae sunt. Porro aeqpialio (1) in hanc abit, 

äx—Vdt = ü, 

übi V est ipsins j^ Talor, Integraliom inventomm ope per / et ;r expreasoa. 
Si aeqaationes iT^ = 0, /J, s= etc. inventae sunt per integrationem snccessi- 
vam, ita nt in quaqne aeqnatione inseqnente, in qua nova accedit Coaatans 
Arbitraria, simul unins Tariabilis difierentiale aitissimum ad ordinem proiume 
inferiorem sit depresaom, altemimm Determinans in unicom terminnm abit. Sic 
proposita unica aeqoalione dilFerentiali n** ordinis inter / et x^ 

integratione successiva inventae sint aequationes, 



ii. C. G. J. Jmeobiß lAtorta novi tmiliiptieaiorU aequat. ilff. 217 
■JfS^^T — #* \^' ^* rf7 » • • • • dt"^^ ' ^V' 

in quibiui a^^ it, ^ .... a^i sanl Constanles Arbitrariae : simpliciter erit 

y§ — 9fj: ätx. ^A-> 

com alterum Determinans in ipsam nnilatem abeat. Si fonctio f ab ipso 
, I yacuom est, ft aeqnationis differentialis proposilae Moltiplicalor =1. 
Quo igitur casu hoc erailnr ullimum Integraler 

ubi quaniilas sub integrationis signo, per / et :p expressa, fit differentiale com- 
pletum. IJt per solas t e\ x exprimatur valor producti 

sofficit ut in eo ^ueeesshe snbstiluantur dilTerentiulium jr^^t TT^nr^ " ' TT 
valores /a, /i, •. .. /"„«t- 



Formul« symboliea qua HoUiplicator systematis aeqaatioQum diflerentialiiim implioiti 

definiri polest. 

§. 16. 

Aeqoaliones dlfferentiales ^ e quibns pelantar altissimorum differentia* 

linm valores, 

1 x^f"^ == A, /^* = B, elc. 

ponamns forma dari impiicita, 

2. y = 0, ^ = 0, elc. 

E quibus aeqnationibos nt eroantur valores differentialium partialinm 

dA dB_ 

qaarum summa aequat ipsum ^ — , stalno 
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8. 







nee non 



4. 



d» da» . 



formoqne ae^Uones 

|a«-{-ai«i etc. -f o(('~f<'^t*'i e*«- == 0« 

l^n-j-^iMi etc. -{-/'•■{"Ä*! ***• = 0. 
ResoIatioM aeqottiöttain (5.) si detenninuitiir «, «f. etc. nt fiinctiones line« 
quuititatoni v» «i etc., erit qaod ex elementis ealcoli dUferentialis seqnilnr, 



onde prodit 

7. rflogif=-{|f+|jietc.jrf/. 

lam 6 fonnuliS) qaas de aeqaationam linearium resolnlione et Deloniiinanliulii 
proprieUitibii8 tradidi, aeqoitur, si in aefuaüonibus lineariius (5.) yonatur 

Ladt = da, agäi = doi^ etc., 
\fldi = db, ß,dt = db,^ etc. etc., 

Unde formula, qua MultipUcator M definitur, proponi polest hac forma symboüca, 

10. dlogM = dlogS±abg 

Cid formulae ea inest significatio ut variando per reg^as notas ipsum lgS±abg .... 
atqae elementoruni variatiombas singnlis substituendo valorea (8.), obtineatar 
expressio ipsi if logitf aeqaalis. 
Si statuitar 

iadi—Xda = Ja, a^dt—ldüi = JOi^ etc., 
• \ßdt—Xdb = Jb, ß,dt--ldb, = ^*,, etc. etc., 
characteristicae d substitaendum est ld-\'J, onde abit (10.) in banc formiilaiii, 

12. tflogJf = ldAogS±ab^ -i^JAogS+ab^ , 

aive, designante l Constantem, 

13. rflog |^+^^^^^|x = ^ \o%S± ab,.... 
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Qaae formula eum cominodo adhibetnr, qooties yariationiun Ja, Jb ele. va- 
lores valoribmi variationam da^ db etc. aimpliciores sunt. 

Sint n aequationes differentiales inter t et variabflea dependentea x^^ 
x^^ .... x^ propositae , 

14. 9)1 = 0, 9)2 = 0, .... 9)^ = 0, 
sintqoe altissima differentialia in iia obyenientia et qaomm yalores ex iis pe- 

lere liceat, 

K) K) (••) 

^l ^ ^2 ^ • • • • ^u • 



•1 9 



Slataendo seeimdiini 



15. 



ax^> 



|fi-rf/ = ^<^=idfiiCH^<. 



fit 






Accaratias examinemiia casain qao f t 

17. <> = flj*>, 

unde elementa a^^ ad numerum ^* ^ ' redacere licet. DUFerentialia partialia 

uiicis includendo aut non indudendo, proQt iata redactio facta est aat non facta 
est, habetur, si t et Ar inter se diTerai sunt, 

( SR \ d R I dR f^^\ ^^ 

Designante R Determinana 

conslat per notas Determinantium proprietates, si aequationes (17.) locom ha- 

beant, etiam fieri 

.Q SR dR 

unde 

10 / ^^\ o ^^ 

Cum in symbolis adhibitis variationes ^o^^ vel ^aj['^ ab ipsis a^p independentes 
sint, ex aeq[uationibus (17.) non etiam yariaüonum aequalitas sequitur, unde In 
formanda Determinantis variatione pro diyersis haberi debent dafp et ^ii<*> vel 

28» 
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Jafj[^ et //a^\ ideoqae post instilutam ipsius R variationem demuin aequatio- 
nom (17.) usus faciendns est. At observandam est, in Determinantis variatione 
biDoram ^lementonim n^'^ et af^ varialionum tantom snmmam cbvenire, cum 
per (18.JI et (19.) habeatnr, 

Qoae formola docet, in Determinante R etiam ante eins variationeni institnendam 
poni posse a|[') = aj'^, modo ipsi <fß^^ = ^t^^^ triboator valor i{^a^'^-|- Joj*'}. 
Qnoties Igitor aequationes (17.) locnm habent sive fit 

valebont adhuc aequationes (16.)) etsi Determinantis elementa ad nnmemm 
2' inter se inacqoalium revocentnr, dnmmodo statnatnr 



20. 



'ik-0 ' ;i J»»i-0 ( * * I * 



(^tfOi^ «t igilur aequationes differentiale» propositae (14.) ita eomparata« 
sunt, ut habealur 

designmUe l CotutarUem, eeanescel variath J dabiturqne MuUiplicator 



• • • • 



Cuius propositionis applicalio infra dabitur. 

Observo ipsum R pro Determinante functionali baberi posse; erit enim R 
fuQclionuQi <Pi^(p2^....(pn Delerminans, si sola altissima differentialia x^^'\ x^^\ etc. 
pro variabilibus sumuntur quarom respectu Determinans formelur. Quarum varia- 
bilium valores cum supponamus ex aequationibus (14.) peti posse, non fieri potesl 
ut Determinans A identice evanescat; alioquin enim functiones ^i , ^29 ^ic. eamm 
variabilium respectn non a se invlcem independentes forent. V. Ccmm. deDet 
Fund. §§. 3 sqq. Si vero per ipsas (14.) evanescit Determinans A, id indicio 
est, duo valornm variabilium systemata inter se aequalia evadere, unde aequa- 
tionum praeparatione quadam opus est qua radicibus duplicibus Hberentur. 

lam praecepta generalia variis applicabo exemplis. 
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De Multiplicatore systematis aequationmn differenUaliam linearium. 

§. 17. 
Proponantur aeqaationes differenUales lineares primi ordinis, 

-TT- = -Äx ^1 -j- ^ X2 • - • • -|- -4, X^ = JLi ) 

# .- ^= Ai Xg -f- A2 d?^ . • . • -f- -An ^„ = -A2 9 



qaaram Coöfißdentes A^ solias / fanctiones designant Systematis aeqaatio- 

nnm (1.) Moltiplicator M definitar formala differentiali, 

rflogjtf _ J<9 Jf, , dJC^ , dXn \ 

dt \dx,'^W]Fl""'^TxlS 

ande 

Hac formula cognitoJf^ aeqnitar e §• 15.^ si aefuationes differenüat€9 linear 
TM (1.) per quaseutmue n — 1 oequalionM integrales, n — 1 Conslandbus 
ArUtrarm affeetas, ad umcam aequationem differenlialem prhm ordinhf 
hUer duae variabilse redueaniur, eiue quoque ultimae aequationis inte^ra-^ 
tianem per Quadraiwrae absolw passe. Quod bactenos non constabat nisi 
aeqnationes qaoque integrales rednctioni adhibitae lineares erant. 

Aeqaationibas(1.3 alteram systema aeqaaüonom differentlaliam lineariam 
coniugatom est, 

Q / ^^f^ = — X^^Yi T-'^a ya • • • • T-^i" YA ^ 



Aequationibus (1.) respeclive per yi, /s« Xn A^uo aeqnationibns (3.) 

respecli ve per Xi^ x^^ . ... x^ multiplicatis omniamqae aeqnationam prove- 
nientiom additione facta , termini ad dextram positi omnino abeunt, expressio 
ad laevam antem fit differentiale aggregati ^iXi -f ^2/2 *• • --f ^"X«? ^^^^ 
integratione facta eruitur, 

4. ^j/i+^ayt +^«y« = Const. 
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QuoX habentar aeqaationani (3.) solutiones particolareB , tot fonniila (4.) sap- 
peditantur aequationum (1.) Integralia, et qnot habentar aolationes particolarea 
aeqnationam (1.) , tot eadem formola sappeditantur aequationom (3.) Iitegralia. 
Aeqnationam (3.) Hultiplicator invenitur 

linde binorum 9jfslematttm aequathnum diffbrenlialium IhMarmm mier $€ 
comugatorum MultipUeatares JU et N valoribue redproeh gmuienL 

Fnnctionum /i, ya, .... y^ denotemiis n syatemata a ae independen- 
tia per 

J I » 7a » • • • • /i > 

tribaendo aaccessive indid snperiori k yalorea 1, 2, .... n. Unde ae^lio- 
num (1.) proTeniunt n Integralia hninamodi , 

designantibua «i , o, , • . . • a^ Constantea Arikitrarias. Secandam MoltipUcatoria 
definitionem^ initio hnioa Commentationia adhibitam, fit 



K Jf 5*4. ^ft ^ft ?/j 



m 



Unde obtinetor formula, 

Quae aic directe demonstratur. 

Deaignante enim R Determinana ad kevam, fit 



• • • fv« 



= - SS^lA^yi^y+Al'yiK . . . +^J-)>i*)} dt, 

extensa duplici summatione ad omnes indicam i et Ar yalorea 1,2, 
Summando primmn indicia k respectu, evanescnnt termini in A'i^ A'l etc. dacti 
praeter eoa qui in Ä^p dncuntnr, 

^A^\^y\^l^yi....J,^yYi\dt 

= —AS^.Rdt, 

sicati notis Detemünantium proprietatibus patet. Hinc altera sammatio indiois i 
respectn insUtata suggerit, 

dR = — {A\ ■\-A;.... Jt")} dt, 
cuins aequationis integratione formula (6.) obtinetor. 
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Si aeqnatioiiM dÜTerentiales lineares proponantar qnae altiora quam 
j^na differentialia iaTolvnnt, secnndiim $. 14. (5.} statim eamm ^oqae Mnl- 
tipBcator obtinetar. Brevitatif oansa dnas taatam consideremos eeqoatiofnes. 



di' 






df* 

d^x ^._ t A. dx , A, ^y 

df 



7. ^ ^ 

in qdbiis Cotffidentei A, Ai etc. solins / ftmcdones derignant; ft eamm 
ae^fionum Hnltiplicator, 

Ponamus , addendo aequationea (70 respective per l et fi midtiplicataa prodaci 
aequationem per se inlegrabilem : aecmiduiii condiüonea integrabilitatis fieri debet, 

quod est aequationam differentialium systema proposito comngatam. Ouod, si 
p el q inter se inaequales sunt, non ea gandet forma qua $. 14. snpposui 
aequationes difTerentiales exhibitas esse, videlicet ut allissima differentialia in- 
veniantor per inferiora ipsasque variabiles expressa. Si p>q$ nt ea forma 
obtineatnr^ aeqnatio posterior p — q — 1 vlcibus iteratis differentianda est et 
aequationnm ope provenientiom eliminanda sunt e priore ipsius fA differentialia 
snperiora (q — l)**". Hac eliminatione priorem aeqnationem novi non ingre- 
dinntor termini (p — ty^ ipsius l differentiali affecti, nnde in ea immutatns 

manet nnicus lerminus differentiale -r-pzi iniplicans, 

. dT'X 

Porro in aequaUone posteriore unicus extat terminus ipso ^ J; ^^ff^^^tus. 



B 



dP-'lA 



^' rf<^-* 
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Unde secundum §. 14. aequaüonum (8.)) diclo modo praeparalarum, eraitiir 
Multiplicalor 

Videmus igitur, bina quoqae systemata coniugata (7.) et (8.) Hulüplicatoribiia 
reciprocis gandere. Similiter pro pluribus aeqnationibus demonstratur, in sysle- 
mate coniugato per eliminaüones , ad formam normalem obtinendam insUtuen- 

das, hos uon mulari termmos qui valorem ipsios —^ — afficiunt, unde faeile 

sequilur, binomm systematum coniagalomm Multiplicatores aemper evadere inter 
se reciprocos. 

Observo, formam normalem aeqnationibns (8.) conciliari posse sine 
differenliationibus et eliminationibos , cum earum loco hoc pateat substitui 
posse Systeme aequaüonum differentialium linearium primi ordinia inter /»-l*^^*^ 
variabiles^ 



-JT = ~Mp-2i+-4;«,^+i2}, 



4 • 



dlp-t 



9 






• • 



Aequationes (9.) eodem gaudent Mulliplicalore A^ supra invento Quod ad- 
notari merelur Kam valor supra inveutu:^ A' Slultiplicatori aequalionum (8.) 
conveniebal suppoueiido eas locum teuere aequalionum differentialium primi 
ordinis, in quibus praeter t, L /i pro variabilibus habeanlur 

dl dn dT^l 



(^0 X . .. 



di ^ di^ ' • • rf|f^*' 

dj4^ rfV ^2!/f 

'di ' dn^ i/>-»' 

dum aequationes (9) sunt inter t, X, /i aliasque variabiles 

fff^ l ^19 ^J ^^ ^p-M 
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Aliis autem variabilibns introductis vidimas in secundo Capite mulari Mullipli- 
catorem, videlicet eum dividi per novanmi variabUinm Determinans, ipsaram 
fonnatum variabilinm respeclu quaram loco inlrodaclae sunt. Unde, cum utrique 
aequationum systemati Hern eonveniat Mnltiplicator A^ sequitor, si qnantitates (0.) 
per t, X, fA et quantitates QA.') e:)qirimantur^ Determinans qaantitatum (,BJ)^ 
ipsarum (il.) respectu formatum, aequari Constanti, ac reapse aequale inveni- 
tur unitati. 

Aequaliones differentiales secundi ordinis quarum assi{fnare licet Multiplicatorem. 

Exempla Euleriana. 

§. 18. 
Paullo immorabor applicatioui theoriae novi Multiplicatoris ad aequationes 
differentiales secundi ordinis inter duas variabiles, qui est casus simpiieissimus 
post aequaliones differentiales primi ordinis, ad quas Eulerianus Mulliplicator 
refertur. Ac primum per theoremata $$. 14, 15 tradita patet, 

„«I prop<matmr uequatio ^-^-f J -^-f^ = 0^ ^ ^^ ^ solius x, 
B utriusqne x et y functiones quaecunque synf, atque integratione 
prima eruiäur -^ ^^u, de^j/nante u variabiÜum x et y et Constw/nlis 
Arhitrariae a fkmeHtmem, fore allerum Integrale, 

fe^^'^.^idy-udx) = CoMt'' 

Quantitäten! sub maiore integrationis signo esse differentiale complelum, sie 
verificari polest. Nam ut aequaüo differentialis proposita proveniat differen- 

tialione aequalionis -^ = «^ locum babere debet aequatio idenHea, 
Qua ipsius a respectu differentiata et per e^^^' multiplicata prodit, 

— d^ — ^ + dP — ^ = "' 

quae est conditio reqyisita, ut quantitas 
differentiale complelum siL 
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Generalius e §§. 14, 15 sequitur, si proponatur alequatio^ 

tu qua et (p et B variabilium x et y functionee guaecunque sunt, atquß 
integratione prima inventwn sit -^^ti^ deeiynante u variabiUum x et 
y et Constantis Ariitrariae a functhnem, fieri aequationem inier x et y 
quaesitam, 

i. y^'^^iäy — udx) = Consl. 

Acqualionis (1.) tractavit Eulervs specimina quibus ei integratio prima successit 
(Cf. Calc. Inlegr. Vol. I. Sect. I. Cap. VI. pgg. 162 sqq.). Al aequationes diffe- 
rontiales primi ordinis, ad quas ea ratione pervenit, tanta irrationalilate erant 
impUcatae, nt de integratione directa desperans alia artificia circnmspexerit. 
Atqae missum facto Integral! invent'o contigit ei, aequationes differentiales secnndi 
ordinis propositas differentiando alias deducere lineares, Coefficientibns con- 
stantibus affectas, quamm nota integratio propositarum quoque ei suppeditavit 
Integrationen! completam. At per antecedentem formulam (2.) illarom aequa- 
tionum differentialium primi ordinis quamvis complicatarum assignare licet Mul- 
tiplicatores. Adiungam ipsam variabilium separationem , qua elucescat, revera 
adiectis ilKs Multiplicatoribus aequationes sponte integrabiles fore. 

Exempla Euleriana forma pauUo generaliori exhibebo, quod sine calculi 
complicatione fieri potest. 

Exemplum I. 

(b et c Constantes.) 

Secundnm Eulerum aequationis propositae fit Integrale primum, quod 
si placet differentiando comprobare licet, 

designante a Constantem Arbitrariam. Cuius aequationis resolutione eruatnr 

dy 

y-£ = r« = ^> 

designante v radicem aequationis cubicae 

3. r'-f*xp'-|-y(*y-3car)t7 
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Comparando aequalionem differentialem propositam cum (1.) fit 

q> = 2logy, e^ = y\ 
nnde secnndum (2.) invenitar alterum Integrale 

Fit antem e (3.) 

dv ^ 1 

da 3vv-\'2bxv'\'y{by^3cx)' 

Quem aequationis ydy — vdx=zO Mulüplicatorem esse, propter ipsins v irra- 
tionalitalem non facile cognoscitur, et minus adhnc separatio variabilium in 
promtu est. Quam sie assequor. 

Aequationem (3.) bene vidit Eulerus hac ratione exhiberi posse, 

4. f.r.r = a, 

posito 





5. )f _v^l'y^±.x. 




( r »+i"r+-pr*. 


designantibus >., X', 


l" radices diverses aeq;uatioDis cubicae, 




6. l^-\-bX—c — 0, 


onde i-f-X'4-i" = 


:0, Xl'X" — c. Ex aequationibns (4.) et (5.) sequitar 


• 


df df _ df dv 
da da da da 

1 




ff+ff+ff 


unde expressio 


1 



ydy — vdx 

TFWTTff 

fieri debet differentiale completum. Invenitur aqtem e C^.)* 

dir-n = iX'--X"Xdy-Xdx), 

äir-n =(x"-x){dr-x'dx), 
xf.d{r-n^^'r'dir-'r)-\-^"r''d{f-n 

= A.iydy—vdx)^ 

siquidem ponitar 

A = X^(X' —X")-\-X'^{X" — X)-\-X"^iX^X') 

= (X—X')(X^X"XX'—X") = 0, 

29» 
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atqae adnotatur fieri 

;i3 (;i'_ X") ^ x'J (X" _ i) + i'« (ü — ;i') 

Hinc substilutendo X"~—{X^l') fit 

A{ydy^vdx) = Hif+ndr-d.m 

- ^'{ir+ndf-ä.rn^ 

unde donuo sobslituendo, quod e (4.) sequitur, 



d.fr = -r-^, d.rr = -rr-f. 



eraitnr 



ydy—v dx 1 (Xdf l'df) 

ff'+f'Hff ~ ^ t /» /■ J* 

Qaod per se inlegrabile est atque nihilo aeqniparatom integratumqae suppeditat: 

»2|£_i^ = Const., 

quod alterum Integrale est. 

Exemplum II. 

Cüß bß c Constantes.) 

Secundom EuUrum hnius aequationis integratione prima obtinetur 
ydy — vdx=^0^ designante v radicem aequationis biquadraticae, 

atque a Constantem Arbitrariam. Comparando aequationem differentialem pro- 
positam cum (1.) fit 

<p = logy, ^ =^ y, 
unde e (2.) eruitur aeqnatio integralis inter :r et y quaesita, 

Ponamus a = l-\-l', 6 = IX% abit (7.) ja hanc formam, 

8. iX—X')'f — 2{X{v — i.'xy-\-X'(v-~Xa:Y} 

, lc—XX'a;*4-v*\* 

+ i 7-^^! = «• 

Ponatnr 

9. v—X'x = {X'-X')p, v — Xx =1 {X' — X)p\ 
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unde 

abit (8.) in hanc aequationem, 

Hinc fit 

12. y = ^(,^Xpp)J\^^(^,'^x'p'p')^ 

siquidem ponitur 

E formulis (9.) et (13.) sequitnr 

dp dp' 1 dv 

da da ~ n^T'*"?»"' 

dl de' 1 



da da 4(A— A')* ' 

unde « (13.) obtinetor, 

1 dv 1 



14. 



y 'da ~ S{l-l')\X'p'V(i+lpp)-XpV{t'+X'p'p')\' 

qni fieri debet Mnh^Iicalor aeqoatioiiis ydy — vdT = 0. Ac reapse inveni- 
tnr e (10.) et (13.), 

Unde per factorem (14.) at^e substitationem (9.) aequationem differentialem, 
ydy — vdx^O, in aliam mutamus, in qua variabiles separatae sunt, 

rfy ^eL_ _ O 

Gmus integratione prodit: 

i£Lz±vMiM)l^' == const. 

Ponendo aatem 
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(>/A-yx')r+t»-y(uOip = b, 

{■^l-il')y-v\-i{n')x = C, 
fit e (10.) et (11.) post caiculos faciles, 

ii'.pJrii^'Jri'PY) = 2(1-7.',. • 

Unde aequatio integralis inventa sie exhiberi potest, 

ubi ß est nova Constans Arbitraria atqae cpianlitas v, quae ipsas A, B, C afficit, 
est radix aequationis biquadraticae (7.), porro X et l^ smit radices diversae 
aequationis quadraticae iL' — ö;i-[-6=:0. 

Integrationem bis duobus exemplis praestitam etiam assequi licaisset 
ponendo cum Euler o dx = yät, et aeqaationem differentialem secundi ordinis 
exemplo primo propositam semel, exemplo secundo propositam bis differentiaiido, 
ita ut / pro variabili independente habeatur. Quo facto respective pervenitor 
ad aequationes differentiales lineares tertii et quarti ordinis, quae Coftf&cirati*- 
bus gaudent constantibus notisque methodis integrantur. 

De MulUplicatore systematis aequationum differenUalium Tulgarium fopd mediante solntione 
completa unius aequationis differentialis partialis primi ordinis integratur. 

§. 19. 
Systema aequationom differenUalium vulgarinm proponator hoc, 

'f* ~dp,'> dt ~ idq^^^^dF)'' 



1. 




'd^' ~Tt 'tag, "'"''» ÖFP 

dq> dpn _ ( 5y I >. ^y> 

dpn' dt ~ Xdqn'^^'' dVS-> 

dcp ■ dop I do) 



rfT — ''' Ö^ T''» ä^ • • • • T ''« e;»» » 



ubi (p est functio quaecunque quantilatum q^^ q^^ • • • • Vn? ^9 Pi^ Pi^ •• • • Pm^ 
Designante M aequationum (1.) Multiplicatorem, secondum formulas nostras ge- 
rales fit 
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dt ~ dpidqi '^^ \dqidpi '^^^ dVdpii'^^'dV 

dv ' 

tribuendo indici i valores 1 , 2 , • • . • n. Unde reiectis termüiis se deslnien- 
tibus obünetur, c/logM _ dq> 

^' dt ~ ^JT' 

Qaae evanescit expressio si (p ipsa V vacat. Quoties igitur functio (p ab 
ipsa V vacua est, aequationum (1.) Multiplicatorem unitati aequare licet. 
Aequationnm (1.) habetur Integrale unum, 

3. (p z= hf 
designante h Coi^stantem. In ea aequatione ponaiur 

A _ ^^ - _ öF • ÖF 

obtinetur aequatio differentialis partialis primi ordinis, in qua V est functio 

quaesita atque ^i , q^^i 9n sunt yariabiles independentes. Faciamus in- 

ventam esse eins aequationis differentialis partialis solutionem quamcunque V, 
dico aequationes (4«) totidem esse aequationes integrales, quibus aequationes 
differentiales vulgares (1.) gaudere possint. Nam differentiando ex. gr. earum 

primam -g /^i = et snbstiluendo aequationes differentiales (1.) prodit, 

Cui aequationi satisfit substituendo ipsorum pi^ p^^ etc. valores (4.)« Nimirum 
e suppositione facta aequatio (3.) identica evadit substituendo (4.) solutionisque 
Fvalorem, eam autem aequationem identicam ipsius q^ respectu differentiando 
prodit aequatio in quam abit (5.) per aequationes (4.). Itaque aequationes (4.) 

nna cum ipsa aequatione, qua V per y^, q^^ q^, definiri ponitur, con^ 

stituunt systema n-|-l aequationum integralium idque tale e quo differen-^ 
üando ipsasque aequationes di/ferentiales propositas substituendo deducere 
non licet aequationes integrales novas. Scilicet aequationes provenientes (5.) 
per illas n-f 1 aequationes identicas fieri vidimus. 

Constans h ubi servat significationem generalem ingredi debet solutio- 
nem quamcunque V unde, data F, differentiale quoque partiale -qj- assignare 
licebit, quod per z designabo. Erit per (1.), (3.), (4.), 

ß .rfs _ ^ d^V f)qi _ djp drp _ , dq> 
"• dt — ^ dhdqt'dpi ~ dh~ aV^ — ^ dF^' 
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6i solutio V aliquant involvit Constantem Arbitrariam a alque ponitnr -^ = y, 
sinüliler erit 

^" dt ~ dadqi'dpi ~ da dV^~ d V ^' 

d V 

Scilicet fünclio (p, substituendo datam Solution em V atque ponendo pi=:-^^ 

idenlice aequalur Constanti h ideoque post eam substilutionem differentiata ipsins 

/i respectu uniiati aequatur, differentiata ipsius a respectu evanescit. E (2.) 

et (7.) sequitur, 

dlogM = — nrflogy, 
ideoque fit 

designante (S Constantem. Haec formula docet, Multiplicatori M competere 

valorem qui per aequationes integrales (3.) et (4.) aequetur quantitati |^ — S 

Observo adhuc, e binis formulis (6.) et (7.) sequi 

y dz — zdy = ydt, 
unde, designante ü functionem quantitatum y el z homogeneam rationalem 
^_ [)|* ordinis, assignari potent iniegrele J^ü dt. Si solutio V plnres Con- 
stantes Arbitrarias involvit, totidem habebuntur aequationes (8.)) binaramqiie 
divisione obtinebuntur aequationes integrales, inventis (3.) et (4.) accedentes. 
Si functio (p ab ipsa V vacua est ideoque iU = 1 , aequationes (8.) per se 
sunt aequationes integrales. 

Si habetur solutio compleia V^=F, n Constantes Arbitrarias «i, o,, .... «„ 

d F 

involvens, poniturque -^— = ti| , fit systema aequatiouum integralium completamm, 

o ai 

9 J*'-»'='>' ^-''■=0' ^-''=0' •••• l^-/-- =0. 

^-A="' ^-A=''' . . . . ^ -/S.-.=o, 

designantibus ßi^ ß^^ ß„^i alias Constantes Arbitrarias. Si ex bis aequa- 

tionibus petuntur valores quantitatum hp a,, ßi^ atque functionum üs aeqiii- 
valentium formantur Determinantia partiaHa, in quibus una quantitatum yi, 
Pi^ V pro Constante, reliquae pro variabilibus habentur, ea aequare debent 
quantitates ad dextram aequatiouum differentialium (1.) positas, in Mulä- 

plicalorem ductas. Supersedere resolutioni aequatiouum (9.) et immediak 

dF 

functionum F— V, ^ pi etc. sumere possumus Determinantia partiali/ 
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dammodo ea dividimos per earnndem functionum Detenninans, quantitatam h^ 
a,-, ßi respecta formaUim. Qua de re Cap. I. egi. Determinantia functio- 
naiia hie obyenientia in alia simpliciora redeunt, propterea quod qoantitates 
^9 Pi^ Pi't **•• Pn tanlom in n -f 1 prioribus aequationum (9.) , qnantilates 
/9i , /?2 9 • • . • ßn^i tantnm in n — 1 posterioribus , sln^ae in singolis repre- 
hendontur. Sic Detenninans, qnantilatnm h^ a^, ßi respectu formaUun, quod 
per V designabo, aequator Determinanti fiinctionam ab ipsia ßi yacaarum, 

wp dF^ dF SF 

' dqx' dql' ^'^^ dq,' 

solanim A et a^ , a, , . • . • a, respecln formale. Determinans partiale, in quo 
9« pro Constante habetur et quod per (q^) designabo, aequatur Determinanti 
ftmctionum 



• * • • • • a 

Wn ' Wh ' W« ' 



formato solarum respectu ^i , ^2 , .... q^i . Per theorema autem in Comment. 
de Determinaniibus fünetionalibus comprobato, quod Determinantia spectat 
functionum communi denominatore praeditarum, fit 

posito 

ubi formantur Determinantis Q^ termini permutando omnimodis fnnctiones «i, 

d F 

fi, . .... u„. Substituendo autem valores u,- = -^ — et differentiationum ordi- 
nem invertendo sequitur, Determinans Q^ fieri Delerminan» functionum 

mi^ SF^ J>Z BF 

' dqr öq,' dq^r 

quantUatum ct^ , a^^ ... . a^ respectu farmaium. lam aequationem identicam, 

/ ^ V BP BP BF\ . 

(P\9i^ 9^^ • •• 9o ^f Q^^, ^, ..-. j^J = *. 

dÜTerentiando respectu quantitatum A^ «i , o,, . . . . a„ , quibus ipsae F, ^ — etc. 

dF 

afficiuntur, scribendoque V et pi ipsarum F et ^— loco, obtinentur inter in- 
eognitas ^^ et -g^ aequationes it-f ^ lineares, quarum resolutione invenitur 

unde 

CieUe'i Jovial f. d. M. Bd. UIX. Heft 8. 80 
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Eadem ratione generaliter, ubi yocamus (qi) fanctionum (9.) Determinans par-- 
tiale in quo qi pro Constante habetur, invenitur 

V ^daj ' dpi* 

Yocando W fanclioaum 

d£ d£ ÖF 

Determinans, quantitatum a^^ ee,, .... a^ respectu formatom, eamndeiD n-fi 
aequationum linearium resolutione emitur, 

dq> _ W 

Functionura (9.) Determinans partiale (/'n), in quo Pn pro Constante habetur, 
aequatur Determinanti funclionum 

BF H^ U^ fin-l 

quantitatum ^i , ^3 , .... y„ respectu formato. In vertendo autem ordinem dif- 

ferentiationum in differenlialibus ipsius ^ — atque similes adhibendo formulas 

earum quibus supra (y„) ad Q^ revocavi, redit tinC/'n) 1° differentiam Deter- 
minantis P» functionum 

ti^ d£ d£ dF 

' Ö7i' dq^' dqn' 

quantitatum y„, Oi, aj, .... a^ respectu formati, atque Determinantis functio- 
nalis modo adhibiti IV per ^ — multiplicati , sive fit 

Adiiciendo autem n-fl aequationibus linearibus commemoratis aliam prove- 
nientem ex aequatione q> = h, quantitatis q^ respectu dilFerentiata, eruitur per 

eliminationem quantitatum ^-~, ^-5-, ^^^ .... ^-?., 

Unde fit 

eademque ratione obtinetor generaliter, nbi (/»,) est fanctionum (9.) Determi- 
nans partiale in quo habetur pi pro Constante, 
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Quae pauUo difficiliora erant indagalu. Postremo fanclionum (9.) Determinans 
partiale (F), in quo habetur V pro Constante, aequale erit fonctionum 

Determinanti, quantitatum 9i » V2 9 • • • • ^n respectu formato. Quod adhibendo 
notaUonem rapra traditam fim patet 

unde seeundum (10.) invenitur: 

Formulae (10.) 9 (HO 9 (1^0 docent, functionum ad laevam aequationum (9.) 
positarum Determinantia partialia aequari quanütaUbus ad dextram aequationum 

^— I muIüplicaUs. £a 

Determinantia partialia autem sunt ut differentialia Jy^, dpi^ dV. Unde ante- 
oedentibus continetur demonstratio directa, aequationes differentiales propositas e 
formulis (9.) differentiatis per aequationum linearium resolutionem fluere easque 

g — I , qualis e formula (8.) obtinebatur. Quam de- 

monstraUonem hie breviter indicasse placuit, cum ad illustrandam Determinan- 
tium theoriam faciat. 

Casu quo 9 ab ipsa V vacua est cum cognitus sit Multiplicator, videa- 
mus 9 quid sit quod ea cognitione lucremur in exemplo simplicissimo quo n = 2, 
Tribute Constanti A yalore particulari, substituamus aequationi (p= h aliam 
qua ipsius p^ yalor per q^^ y,, pi exhibetur, ita ut aequationes differentiales 
proponanlur sequentes, 

Quarum Multiplicatorem patet unitati aequari, cum summa differentialium quan- 
titatum ad dextram, respective seeundum y^ , y, 9 Pi sumtorum, evanescat. Unde 
si post primam integrationem exprimitur pi per yi , y, ^t Constantem Arbitra- 
riam a^ seeundum principium ultimi Multiplicatoris fit alterum Integrale, 

Sub integrationis signo haberi differentiale completum, e Lagrangiana aequa- 
tionum differentialium partialium theoria sie probatur. Nam cum expressis pi et 
Pi per Vi ®t 92 fie^ Aehe^X pidqi'\'P2dq^ differentiale compleUim atque p^ per 

30» 
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7i9 ^3 9 Pi expressQfD detor, pro pi talis sumi debet quanütatom fi et q^ AincUo 
quae satisfacial conditioni, 

dpi dp^ dpi dp^ __ Q 

Quälern functionem, e theoria aequationum differentialiam partialiam primi 
ordinis Unearium constat, e quoconqne Integral! aequationum differenlialiiim 
vulgarium (13.) erui. Quod ubi Constantem Arbitrariam a implicat, eandem 
implicabunt valores ipsamm pi et p2 per q^ et y, exhibiti, qui expressionem 
Pi^9i'\'P2^92 integrabilem reddebant. Quae secundum Constantem a diSSe- 
rentiata rursus prodire debet expressio integrabilis, sive eiqiressio 

evadere debet differentiale completum. Q. D. E. Simul videmus, Integrale (14.) 
obtineri aequiparando novae Constanti Arbitrariae differentiale partiale solutionia 
V=y^{Pidqi-\'P2dq2}^ ipsius a respectu sumlum, id quod cum supra ex- 
positis convenit. 

De Multiplicatore aeqoationam difereotialium Yulgarium systematis quod medianle solutione 

completa problematis Pfaffiam integratur. Conditiooes ut aeqnatio differeotialis vulgaris 

linearis primi ordinis inter p variabiles per pauciores quam ^p aequationes integrari possit 

§. 20. 
Problema Pfaffianutn voco integrationem aingularis aequationis dif- 
ferentialis linearis primi ordinis inter numerum variabilium parem per semissem 
aequationum finitarum numerum. Sit aequatio differentialis singularis proposita, 

1. = -Xi rfx^-f Xi dx^ .... +-Xim dx2^ , 
designanlibus X^ , Xt etc. variabilium x^^ x^^ .... a?^^ functiones quascunque. 
Qua integrata per numerum m aequationum, totidem Constantibus Arbitrariis 
affectarum, demonstravi Diar. CrelL Vol. XV IL pffff^148sqq., praestari in- 
tegrationem completam systemalis aequationum diSerentialium sequentis, 

X,dt = ♦ -}- ai,i dx2 + Ä|,, rfxj . . . . + a^^^dx^^ , 
X^dt = — «,,, dxi ♦ 4 ^2,3 dxy -f. Oj,,^ dx2^ , 



2. 



ubi 



Xi^dt = — ai^tmrf^l— Ä2,7mrf^2 

3. a,.j = -«4,, = ^^ - -^^, «.., = 0. 
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Dedi in Diario CrelL VoL IL pgg. 354 sqq. resolutionem algebracam ge- 
neralem aeqaatioiiiim linearinm ad instar aeqnationam (3.) formatamm. Cnius 
ope exhibitis aeqnationibos differentialibus forma proportionnm nobis nsitata, 

4. dxr.dxa : dx^^ = A^iA^ : -^m, 

invesügemas formnlam qua aeqnationnm (4.) Multiplicator definiatur sive valo- 
rem expressionis 

5 3^1 [ dA^ j dA^m _. A dlogM 

Anspicabor ab aeqnationnm linearinm (2.) resolntione quae sie proponi potest. 
Deriventnr de prodncto 

alii similes termini , mntando indices 2, 3, «...Sm — l,2in respective in 
3, 4, ... . 2iiit 2, eandemque indicnm commntationem repetendo, donec ad ler- 
minnm primitivnm reditnr, id quod snggerit 2 m — t t^erminos diverses. Ea ratione, 
indicnm certo ordine proposito, si qnisqne eomm in proxime sequentem, nllimns 
in primnm mutatnr idque repetitnr dnm ad ordinem indicnm primitivnm reditnr, 
dicam indices Cjfehtm percnrrere. Postquam e prodncto proposilo 2 m — 1 ler- 
mini deducti sunt per cyclum, qnem indices 2, 3^ • • • . 2i9i fedmns percnrrere, 
mrsns in epmm terminomm nnoquoque ponamns indices 2m — 3 postremos cyclum 
percnrrere, nnde nancisdmnr terminomm numemm (2 m — l)(2m — 3). In eorum 
terminomm nnoquoque mrsns ponamns indices 2m— 5 postremos cydnm percnrrere, 
erit terminomm diversomm provem'entium numems totalis (2iii— l)(2m— 3)(2m— 5). 
Ita pergendo donec postremo soll trea indices poslremi cydnm percurrant, pro- 
dncla 3.5.... (2m — 1) ex nno proposito deducta erunt, quomm omninm aggrega- 
tnm II vocemus. Sit ex. gr. m = 3 , erit R aggregatum qumdecim terminomm, 

«1,2 «M «M + «1,2 «3,$ ^4 + «1,1 «3,6 «1,5 
+ ^1»J ^**» ««^a + «l,J «♦,« «2,» + «1,3 «4,2 «6,« 
+ «1,4 «$,6 «2,J + «1,4 «6,7 «3,6 "f «1.4 «5,3 «6,2 
+ «1,5 «8^2 «3,4 + «1,5 ^5 «4,2 + «1,5 «8^4 «2,3 
+ «1,6 «a,3 «4,5 + «1,6 «2,4 «5,3 + «1,6 «2,5 «3.4 9 

qnoram qninqne in prima verücali ex eomm nno derivantur, identidem mntando 
indices 2, 3, 4^ 5, 6 in 3, 4, 5, 6, 2 ; terai inxta positi indicibns tribns posle- 
rioribus cydnm percnrrentibns ex nno eomm flunnt Aggregatum II fit deno- 
minator communis expressionum algebraicamm qdbus valores incognitamm ex- 
hibentnr. Nnmeratomm autem CoöfBdentes, qni ducnntur in terminos ad laevaro 
aeqnationnm linearinm constitnlos, sunt ipsins R differentialia , qnantitatnm Ci^^t 
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respectu. somta, ita ut aequationam (2.) resolntione proveniant valores, 

5*. <f '*"rfr — ä^"^' * ~-"'~Fii^^^''' 

ÄdX2m dit -vr i oR -vr i 

di Oa|,2m ' Oa2,2m ' 

Aggregatam R gaudet proprietaübus plane analogis eanun quae de Determinaii-* 
tibns circumferuntur. Qnarum gravissima ea est ut binis indicum 1, 2, . • . . 2 m 
inter se permutatis simul omnes ipsius R fermini volares oppanlos tu- 
duanl ideoque ipsum R in valorem oppasitum aheat. Porro fit 

a n ^ ^* I ^ ^^ I ^ ö* 

et quoties t et A: inier se divers! sunt, 

ubi tenninus in aj^; ductus ommittendus est. Designantibos i^ t^, t^' etc. in- 
dices inter se diverses, si sumunlur differentialia partialia 

dR d^R ^j^ 

ea emnt aggregata ad instar aggregati R formata, respective reiectis Coöffi- 
cientium binis, quatuor etc. seriebus cum horizontalibus tum verticalibus, eritque 

His rebus praemissis, quarum demonstrationem allis relinquo vel ad alium locom 
relego, Multiplicator quaesitns sie invenitnr. Sequitur e C^*.)) siquidem signo 
summatorio subscribuntur indices quorum respectu summatio instituenda est, 

dxi M j^ dR 

unde 

d ^^ 

i o ^'^i I d^t I d-^im ^ dog^ i ^ dR dX^ 

dx^'^ dx^ '^dxint a,i ÖJTi ., j do^y dXi ' 

ubi indicibus a et 1 tribuuntur valores 1, 2, 2m, solis ommissis valoribus 

t = a. Examinemus formulae (10.) summam priorem. Aggregat! -^ — cum 
terminus nullus afficiatur elemento cuius alter index est a aut t, fit 



di ' ^ ÖA • •' 
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5jnl 1,1 dom^idak^i* dxi ' 

smnmatione dnplid ad onmes -^ :r~: ^' combinationes extensa, qoibus 

indices k e\ l valores obtinent et inter so et ab ipsis a et t diverses. E for- 
mnla antecedente sequitur, 

Jg. 'dom^i _. ^ d^B dai,i 

i dxi i,*,i daa,idükyi' dxi ' 

am indicam i, k, l valores in q[aoq[ae termino sab signo sammatorio et inter 
se et ab indice a diversi sant, ipsi i valores 1, 2, .... 2 m conveninnt, bi- 
noram A et / valores non inter se pennatari debent. Unde triplex somma 
conflatar e <2>^-*)(2|i>-2)(2m-3) ^^^^^^^ hoiasmodi, 

d*R \ Soi,i [ Sai,i I doj^i ) 
doa^idai^i \ dxi > dxi > dxi ' ' 

qoi obtinentor samendo pro indicibas t, k, l temos diversos ex indidbus 

1, 2, . . . . a — 1 , a-f 1) ^^- At sabstitaendo qnantitatam a/,t valores (3.)% 

temorum terminomm nneis inclusonun siunma, 

dxi ' dxk ^ dxi ' 

identice evanescit, ideoqne pro qaoque ipsios a valore fit, 

^ dR 

11, s-p^ = 0, 

i OXi ' 

sive formulae (10.) prior summa evanescit. Alterius snmmae valor facile in- 
venitnr permntando indices a et t formulamque (6.) in anxilinm vocando, cpiae 
gommata pro omnibns indids t valoribos snppeditat, 

Hinc enim fit, 

— 5Jl^ dXg ^__ j. ^ dR ( dXm ^_ dXj ) . ^ dR tnR 

.,1 'doay dxi %,i daa,i\dxi dxJ %,,• Sa«,,- "*»' 

Unde iam formnla (10.) in hanc abit, 

OX^ * CXj dX2m 

Coins formulae pars laeva cum secundum(5.) et (9.) ipsi —R — ^ — aeque- 
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tur, aequationum differentialium (4.) Multiplicatorem statnere licet 

13. M = e"^\ 
Docet ea formula, aequationibas differentialibus (4.) complete integratis ad 
eraendam relationem inter / et variabiles Xi nnUa ampliua opna esse Qnadra- 
tura, sed valorem integralis 

/«^ = '+ Co..t. 

exhiberi posse per logarithmnm Determinantis fanctionam qoae Constantibiis 
Arbitrariis aequantur. 

Ponamus quod semper licet X^m = — 1 sintque Coöffidentes reliqd 
omnes X^^ X^^ • . • , X^m^i a variabili X2m vacui , redit problema Pfaffirnnrnm 
in boc 9 nt expresHo Jüfferenüalis 2m— i variahilium 

Xi dXi -{-Xj dX2 . . . . -f ^m-l äX2m^i 

per m — \ aequationes finitaa reddatur differentiale cofnpletum dx^m^ Sd* 
licet ea re effecta, obtinetur m** aequatio per solas Quadratnras, 

Eo casa eranescnnt omnes quantitates Of^^m ideoque ipsum qaoqae di, unde 
aequationes differentiales (2.) in bas abennt, 

14 J ^ =^ ^,t ^^1 ♦ + ^2,3 äXj -f ^,2m-.l dx^m^l ^ 

= ^am.|,l dx^ -|" ^m-l,2 dX2 -f Ä2,„.|,3 rf^3 * 

Quamm una e reliquis flait, sicuti seqnitur snmmando aequationes respective per 
;, , 3^ — 5 .... %, — multiplicatas. Evanescentibus H/,,,» evaneseont 

et ipsum R et omnia ipsius R differentialia g — , in quibns neuter indicom t 
et k ipsi '2m aequatur. Unde e (9.) fit, 

A — _i* A _ ^^ A ^'^ 

•"1 — 5n — ^ *^2 ~ 5T 5 . • . • .^M— 1 



-^am ^=^ XijAi -|- -Aj^a ..•.-]- ^3111^1 ^2ii».t« 

Cum Ai^ a variabili Xa« vacua sit, formula (12.) abit in banc, 

Ib. -3 — ^ + %v — - . . . . +"3 = ^* 

CX4 ' OX2m * OXim-i 

Qnae docet, aequationum differentialium quae e (14.) proveniuni, 

16. rfxi : rfa?2 . , . . : dx^m^i == -^i : -^ . . . - : -^».-i 
MuUipHcatwem aequari unitati. 
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» 

Principinm nltimi MaltipUcatoris applicemns exemplo simplicissimo quo 
m = 2 nye quo aequationes tlifFerentiales proponnntur, 

Am » j^ j _____ oJlj oX^ dX^ oXi oX^ dX^ 

\4. ax^iax^.ax^ — ^-- ^— : g~ ^^— :^-^ ^— . 

Inventa per primam integrationem yariabilis x^ expressione per x, , x^ et 
Constantem Arbitrariam a, secnndom principinm illud fit altera aeqnatio integralis, 

«• /l?l(lff-|^K+(lt-|^)<'-l = c- 

Quantitäten! sub integrationis signo differentiale completnm esse, sie yerificari 
potest. Substitnta yariabilis x^ expressione per integrationem primam inyenta 
in formula Xidxi'\-X^dx2-\'X^dxi^ obtinetur 

Eadem expresisione substitnta in aequationibus differentialibus , prodit aequatio, 

d2£jt^_dx± ^ ax, |ax, ax,| . dx. tax, axA 

dx^ öx, dx^ töjr, dx^i^ dx^ töjr^ 5jr, f' 

quae est conditio nt formula differentialls antecedens sit differentiale aliquod 
completnm dx^. Si ipsius x^ expressio implicat Constantem Arbitrariam a^ fit 

da da * ' öa * 

dx 



da 



Unde sequitur, quod propositum erat, quantitatem sub integrationis signo aequari 
differentiali completo, yidelicet differentiali 

d.X,^--d.^. 

* da da 

Quod si igitur fimctio x^ inyenta est, aequationem integralem (18.) sie quoque 
repraesentare licet, 

19. X,^—^ = Const. 

* da da 

Qnae de formulis quoque generalibus deduci potuit, quas loco citato tradidi de 

CreUe*t Joanial f. d. M. Bd.XXlX. Heft 8. 31 
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iciiaationum dlfferentialiani (3.) systemate per 8oIationem oorapletam aeq;aatio^ 
119 (1.) integrando. Qua de inlegratione hac occasione novas addam propo-- 

ilinfliAo nrkvnanniA ilAmnnQtrotiAnAis CAmiAnlAfl 



a 
nia 



sitiones novasque demonstrationes sequenles. 



§. 21. 
Ac primum comprobabo propositionem, st aequafio diffireniiaUs nngulari» 

20. X^ dcCi^Xs^dx^ +X^rfa;p = 

inteffretur per m aequationes guascunque, earum upe fi^ri^ ut de quibueqtte 
m e numero p aequatianum diferentialium sequentium, 

21 M ^^t = 01,1 rf^i ♦ -f «2,$ rf^s + ^,P*^P 1 

X^dt = ap^^dx.^a^dx^-^-a^^^dx^ ♦ 

reßquae p-^m sponte fluant, ipsis ai^i, designanübus qmunHUitee -g^ — d~^* 

Ooiaa propositioms dcmonstralionem sie adorao. 

Designo 

per A| h' ete. indiees 1, 2, ••• . tn, 
per t, i' etc. indiees i^-f I9 t7i-f 2, . . . . p, 
per kf kf etc. indiees 1^ Q, 3, . . .. /i. 
Acfnando Xi , x^^^ . . • • ^m qtnbuscunque reliquarum yariabiliam 0?^+! 9 ^m+3 9 • • • • ^p 
fonetionibua, abennl aequationes (21.) in seqnentes: 

22. = Hl ==r Xidt — 2hi^idxi^ 
siquidem statnitiir, ^ 

23. *,,i = aM-g^+«M^....+«*.--5^+«w 

Ponamua porro 

24. r, = X,-^-YX^^....^X^^^X,, 
erit substituendo (22.): 

posito 
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Sübstilueiido ipsomm b^^i valores (23.) 9 indait Ci,^i valorem sequenteiu^ 

sive reponendo quantitatam ax^i^ valores, 

*'»' dxi dxii '^^ \dxh dxiii dxi "* j Iöjt,- dx^) dxt» 

\j^[§2^ ^Xh)dxh dxh' 

h^' ^ ^^h dxh'^ dxi ' dxi» ' 

Indiidamiia oncis differentialia partialia, in quibns solae Xi sive oTm+i 9 4r^^2 9 • - • • ^» 
pro independenübas habeulur alque qnantitalos x,^ sive X| , o?:, , .... ^r^ pro 
eamm f mctionibw : erit 

29 ( ^^* \ j— - ^^* I v* ^^* ^^^ 

unde 

Id quod Sequilar, indicibus A et h' in snmma dnplici JS ^^•^^•'J— (nter se 

permatatis nee non in (29.) scriplo h' ipsius h loco. Inventam antem ipatoB 
Ciri expressionem (30.) ope formulae (24.) sie exhibere licet, 

^*- *^".« = (li?)-(lri)» 

reiectis qai se mutuo destmunt terminis, 

'^ 3 jr,v dxi * dxi öx»/ 

Quo ipsius Ci^^i valore substihilo in (25.), eruimns formulam, quae Talet quae'^ 
cunfU0 Mint quantilates x^ reliquarum Xi funetionesy 

»• fe«.+IS'*-+lt«-+"'= "^^'+f KI?.)-(lr:)K- 

Qnautilatibns Xh per variabiles Xi expressis cum fial e (24.) 
33. Xx dxi -f -Xi dx^ . . . . -f -X), dxp p= t?«+i dx^^^^v^^^ rf^m+i — "{-^p^Pf 
si per m aequaliones, quibus quantilates j?k per variabiles ^^^19 ^in+39 • * • « ^|» 
detenninantur, aequatio differentialis (20.) integralur, sing:uli termini ad dexlram 
formulae (33.) per se evanescere debent, sive fieri debet 

34. r^+i = v^^2 • • • • = ^p ^=^ 0. 
Unde etiam aeqiialionis (32.) pars laeva evanescere debet sive, scribendo i 
ipsius i' loco, pro quolibet ipsius t valore fieri debet, 

31* 



v 
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Quae formula docet , si per m aequationes integretnr aeqnatio differentialis (20.)) 
earum aequationom ope fieri, ut ex aequationibus 

w,= 0, «, = 0, «^ = 

reuquae 

sponte fluant. Q. D. E. 

Si p>2m, inter coSfficientes X^ , X^ etc. certae cpiaedam locnm 
habere debent relationes, cum determinando m fiinctiones x^^ x^^ . . . . x^ 
satisfieri debeat pbribus conditionibns , yidelicet p — m aequationibna ^ 

Quae relationes obtineri possunt e fonnula (32.). Nam secundum eam for- 
mulam aequationibus differentialibus (21.) sive aequationibus 

tii = 0, «2 = 0, .... iip = 
satisfit per numerum 3m aequationum, yidelicet per m aequationes, quibus 
J^i , X2 , • • • . x^ per reliquas variabiles delerminantur, atque m aequationes dif- 
ferentiales fi^ = 0, ti, «= 0, . . • • ti^ = 0. Unde inter quantitates JTi, X^ etc. 
tales locum habere debent relationes, ut de p aequationum(21.) numero 2m reliqnae 
p — 2m sponte fluant sive, ope 2m aequationum differentialium «1 =0, «2=0, .... 
ii2m=0 eliminatis 2m differentialibus dx^^ dx^^ .... dx^m^ reliquae/i — 2m aequa- 
tiones differentiales, ii2m-f 1 = 0, «2m+2 =0, .... «p = 0, identicae evadanL Se- 
cundum observationem olim a me factam in Diar. CreU. Vol. II. pag. 357, hae 
p — 2m aequationes post eam eliminationem formam induunt eandem atque pro* 
positae (21.), yidelicet formam huiusmodi, 

F^dt = * -f fi^2 dX2m-^2 + /i^ '^2m+3 + fl.p^mdX^^ 

F2 dt = /*7,i rf^2m+| * + /i,S dXtm^y -f Ap-a* ^^p 1 

J^p^lmdt =^fp^7m,\dX2mJfi'\'fp.7mad^lm'{''X ♦ 9 

ubi fi^i = —fk,i> Quae aequationes ut identicae eyadant, eyanescere debent et 
p — 2m quantitates Fi et v/^~ ^^*^ P~ ^~" ) quantitates fi^i . Unde locum ka^ 

bere debent ^P— 2»>)(p-2>^+ J_) condiliones ut aequatio differentialis Unearu 

primi ardinis inter p variabiles (20.) per m<i^p aequatitmes integrari possit^ 
eaedemque sunt conditiones quibus efficitur, ut p aequationes lineares (21.) 
ex earum numero 2 m fluant. Sip=2m-\-l^ prodit una conditio iam a GL Pfiif^ 
olim exhibita , quae si m = 1 noiam conditionem integrabilitatis suppeditat. Si 
;i = 2m-f-2, locum habere debent tres conditiones, quas pro m = l accuratius 
ezaminemus. 
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Sit ig^tnr propositom indagare conditiones, nt aequatio differentialis linearis 
inter guatuor yariabiles, 

35. X^dxg'{-X2dx2-{-X^dx^'\'X^dx4 = 0, 
nnica aeqnatione integrari possit. Qua aequatione si exprimitur nna variabiliom x^ 
per Xi^ Xi^ X3, proposita (35.) identica fieri debet, id cpiod aeqnationes poscit 
jsiequentes, 

dx, ~ x^^ dx^ ~ x^ ' 'dJl ~ ~1k7- 

Secunda et tertia earam aeqaatiomim suppeditat, 

^^bx^dx^ ~^Mdar, x^^Tr^~'^^\br^~'x;''dr^ 

ünde ponendo a/,i = -g— ^ — -^-7 similesque aequationes de tertia et prima, de 

prima et secunda aeqnationom (36.) dedncendo obtinentar tres primae aeqiia- 
tionnm sequentium, quibns dnas alias addidi ex iis provenientes , 

= ^4,3-^1 ♦ +Äi,4-X3+Ö3,l-X4^ 

37. ^ = a2,4-Xi + Ö4,i -X2 ♦ 4'0,,2-Xi, 

= «3,2 -Xi -f «1,3 X^ + «2,1 -^3 ♦ 1 

= a2,jai,4 + «S,lfl2,4 + ö|,2Ä3,4. 

Ad easdem antem relationes secnndum propositionem generalem supra conditam 
jpervenire debemns, si quaerimos conditiones nt quatuor aequationum linearium, 

Xidt =: m -f ^1,2 ^^2 + ^i,s rf^3 + öi,4 äx^ , 

JTj rf/ = Ö3^j iJj?j -j. 03 2 rfj?2 ♦ -j-flj^4 dx^ , 

Xl |{/ = 04,1 '^1 + «4,2 rf^2 + «4,3 dx^ ♦ 

binae e daabus reliquis flnant Quod re vera fieri, facile comprobatur. Aequatio- 
nun (37.) quatuor primae sunt notae conditiones integrabilitatis aequationis dif- 
ferentialis linearis primi ordinis inter tres variabiles , ex eadem aeqnatione (35.) 
provenientis si snccessive x^, x^^ x^^ x^ constantes ponuntnr. Qnatuor illarum 
aequationum ternae cum quarlam secum ducant, sequitur, H tres aeguationes, 

X2dx2'\'Xidx^'^X4dxA = 0, 

Xidxi-{'X^dx^'\-X^dx^ = 0, 

Xidxi'\-X2dx2'\-X^dx^ = 0, 
habÜis respective Xi^ ar,, x^ pro Constanlibus , condiüoni integrabilitatis 
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satisfaciant f hanc quoque aequatianem , 

si in ea x^ pro Constnnte habeaiur^ conditioni integraWitatis Mtisfacturam 
^ssCf nee non aequationem, Xi dx^ -f X2 dXt-\'X^ dx^-^-X^dx^ =: 0, in qua 
omnfs qnaitior quantitates Xi^ x^^ Xy^ x^ variabiles sunt, unica aequatione 
integrari posse. Ut ipsa absolvalur integratio, opus erit integratioDe completa 
triiun aeqaalionam differentialium primi ordinis ioter duas variabiles^ id quod 
simill ratjone demonstrator atque in tractatibus Calcnli Integralis probator, ad 
inlegrandam aequationem difierentialem linearem primi ordinis inter tres yaria- 
biles, conditioni integrabilitatis satisfacientem , requiri integrationem completam 
duarum aequatiouum differentialium primi ordinis inter duas variabiles. Quae res 
in tractatibus ita proponi solet, ut aiteram ne condere qnidem liceat aequationem 
differentialem , nisi iam antea altera complete integrata babeatur. At observo, 
si aeqnatio differenUalis inter tres variabiles x^^ ^3 ^ ^3 9 conditioni integrabilitatis 
satisfaciens , est XidXi-^-X^dx^^X^dx^ ^=^0^ pro duabus aequationibna 
inter duas variabiles integrandis sumi posse has, quae ^eparaUm traetari possint, 

X.dx^^X^dxt = 0, X^dx^^X^dxy = 0, 
quae e proposita proveniunt, prima babendo x^ pro Constanle, secunda po- 
nendo x^ = 0. Scüicet post integrationem secundae in locum ipsius X2 sub- 
stituenda est ea quantitatum x^^ x^^ x^ functio, quae per integrationem primae 
aequiparatur valori variabilis X2 qui ipsi d?x = ü respondet. Similiter, si pro- 
ponitur integrare aequationem inter quatuor variabiles, 

Xxdxi'\'X2dx2'\-Xidxy-\'X^dx^ = 0, 

conditionibus (37.) locum babentibus, pro tribus aequalionibus inter duas va- 
riabiles, quae integrandae sunt, sumi possunt seqnentes separatim Iractandae, 
X.dx.^X^dx^^O, X!ldx2^X^dx,=^0, X^dXyJ^X:Ux,^0, 
in quibus designant X^ et X^ valores in quos Xi et X^ abeunt pro x^ = 0, 
porro X^^ et X^^ valores in quos X^ et -Xi pro x 1^=^X2=^0 abeunt; deinde 
In prima aequatione x^ et x^^ in secunda x^ pro Constantibus bahendae sunL 
Integrata tertia aequatione, ipsi x^ ea substituenda est quantitatum x,, x^^ x^ 
fnnctio, quae per integrationem secundae aequat variabilis ^Tj valorem jpsi 
Xi = respondentem ; ac deinde ipsi X2 ea quantitatum a^i , o?, , x^^ x^ fnnctio 
substituenda est, quae per aequationis primae integrationem aequat variabilis X2 
valorem ipsi j?i = respondentem. 

Propositis p aequationibus differentialibus vulgaribus inter P'\'l variabiles 
quibuscunque, aeqoationes m inter ipsas variabiles sunt integrales propositaromi 
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si efSciiint, ot haruin nomeriis m e reliqiii8 p — m flaat; porro tale consütunnt 
aeqoationuin integralum systema, e quo per differentiationem aeqaationamque dif- 
ferentialiam substitulionem aliae novae non obtineantur, si earam adiumento non 
plures quam m aeqnationes differentiales e reliquis flunnt. Anlecedentibas vidimus, 
per m aeqnationes, qnibns integrelnr aequatio dilTerenliaüs vnlgaris linearis inter 
p yariabiles (20.) 9 fieri \A e p aequationnm differentialium vulgarium (21.) nn- 
mero m reliquae p — m sponte fluant. Unde si p — tii=rii sive p z=rz 2 tn, qai 
est casus probleroatis Pfa/fiani, seqnilnr, quascuntfue m aeqnationes, qnibns 
integretnr aequatio differentialis linearis primi ordinis inter 2 m variabiles, 

= Xi if J7| -f -2Ca dx2 . . . • -f ^m dx^m ^ 
haberi posse pro inte^alibns systematis 2 m aequationnm differentialium vulgarinm, 

Xi dt = a4,i dx^ -f ^M ^^2 • • • • +^M» ^^am » 
ex iisqne per differentiationem novas deduci non posse aequaliones integralea. 
Si m<Z\p atque aequatio (20.) integrari potest m aeqnationibns , vidimns p 
aeiqnationum (21.) tantnm 3tit a se independentes esse, reliquas p — 3f/t ex iis 
sponte fluere ; nnde ex arbitrio iis addere licet p — 2m aeqnationes differentiales, 
nt babeatur systema p aequationnm differentialium inter p-\'\ variabiles. Eo casii 
aeqnationes m^ qnibns aequatio (20.) integrari supponitur, rursus haberi possunt 
pro aequationibus eins systematis integralibus, quaecunque sint p — 2 m aeqnationes 
differentiales ipsis(21.) ex arbitrio adiectae, cum illae m aeqnationes ef&ciant, qnod 
e (32.) sequebatur, ut m aeqnationes differentiales Hm+i = 0, ti^^2=0, .... thm=^^ 
ex aliis systematis aequationibus differentialibus , tij = 0, ti2=0, .... ti,„=0 
obtineantur. 

Designantibus ^1, Ä^ etc. quascunque variabilium Xi^ x^^ ^ • • • ^p 
fonctiones, quoties aequationnm differentialium, 

OXi l 0X2 • • • » l M»Xp == xL| ! ^2 • • • • -^p 9 

dantur aeqnationes integrales m^ quarum differentiaiione aliae novae non prodeunt, 
eammque ope exprimuntur o^i, ar,, . . . . ar^ ut fnncliones variabilium o^m+n 
^m-\-2 9 • • • • ^p 1 6&S functiones satisfacere constat systemati aequationnm dif- 
ferentialium partialium linearium primi ordinis sequenti, 

38. / "*« — ^-+»0^:^. + "■'' 5:^ • • • • -T'^TT^ > 

A A dXm I A dXm I j dXm 



^-+* öx«+i T- ^-+2 aj,^^, • • • • T ->p ö^^ 



p 
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Qua de re ploribas egi in alia Commenlatione Dier. CrelL Vol. XXIII. inserta. 
Systema (38.) ita est comparatam nt in qnacpie aequatione eiasdem fünctionis re- 
periantor differentialia partialia secondum diveraas variabiles independentea somta, 
atque differentialia partialia diversaram fancüonom seenndam eandem yariabilem 
independentem in diversis iaequationibas smnta eodem afiBciantor Codffidente. 
Einsmodi systematis hoc, a cuius solutione problema Pfaffianum pendet, 

39. ri„+| = 0, r^^.2 = 0, .... ra,„ = 0, 

quodammodo inversam est, sicnti e fünctionis r, expresslone (24.) patet ; qnippe 
in quaque irnius systematis aequatione diversaram fdnctionnm differentialia repre- 
henduntur secundom eandem yariabilem sumta, atqne einsdem fünctionis differen- 
tialia, secondum diverses variabiles independentes in diversis aequationibus snmta, 
eodem af&ciuntnr CoSfficiente. Secundum antecedentia e systemate (39.) seqaitor 
aliud eins inversum formae systematis (38.). Nam ubi aequationes (2.) ad for* 
mam aequationum (9.) revocamns, sequitnr ex antecedentibus, in aequationes 
quae systemati (39.) satisfaciant sive quibus (1.) integretur, ipsaram (9.) Jeri 
aequationes integrales, quarum differentiatione aliae novae non prodeant, ideoqae 
easdem systemati aequationum (38.) satlsfacere. Unde haec obtinetur 

Propositio* 
,,E sjfstemate aequationum diff'erentialium partialium linearium primi 
ordinis huiusmodi, 



-^m+l 









39* < "+' ' dxn.^^ ' ^' Öjr.-+2 '•'•^"*'" da:«.+2 ' 



5^1 I Y Ö^t L V ÖJTm 






dXtn. ^^ 6X2^ ....-r^m-^ 

hoc sequilur aUerum formae quodammodo inversae. 



JTai 



9 



ubi, porito at,i. = ^— ^ ac deripuaUe R aggregatum, e 1.3.5... 
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...(2m — t ) termms Auiusmodi 

ratione su^ra äeseripta conflatum, fit 

omisso termino m Xi ducto" 

Hoias memorabilis propositionis si demonstratioDem capis ab aeqnationam dif- 
ferentialium vülgariam consideratione independentem , rem sie adornare licet 
Sit rarsus 

ac designantibns 

qnantitates mdefinitas, ponatur 

Ui = Xi.y— ajk,i >-ji — fl|,5 >-2 ...• — «i,2«r2m, 

dxh dxh dxh 

«* = l^l + ÖM^l+^M^^^ •••• + «*,« ^m. 

Eodem modo atqae (32.) probayimus, deraonstratur, quaecunque sint Xi^ 
X2^ .... x^ reliqiiaram variabilium ^m+n ^^4-2 9 • • • • ^m fonctiones, fieri 

Partes ad dextram signi aeqaalitatis evanesennt, ubi pro x^^ x, , .... x^ su- 
montur functiones satisfacientes m aequationibus r. = 0, quae sunt ipsae fonctio- 
nes in tbeoremate tradito propositae, qnas a so indepcndentes esse subinteOigo. 
Hinc si quantitatum tij^ expressiones subsdtountnr atque staluitur 

■w ÖXi 1 ÖX^ I ÖXm I 

seqoitur per m aeqaaUones Pj = obtineri m seqnentes, 

Sapponamus, quantitatum indefinitarum y, yi etc. functiones lineares ü^^ C/,? •••> 
I72m a se indepcndentes esse, sive quantitatem, snpra per R designatam, 

^ ^1,2 ^,4 • • • • ^2m— I,2m 

neque per se neque substituendo funclionum Xx yalores evanescere. Quae se* 

CreUe^t Joaraal f. d. M. Bd. XXUL HeA 3« 33 
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candum snpra tradita est conditio ut aeqfuatio 

non paacioribos quam m aeqnationibiis integrari possit. Eo casii etiam m fonctio- 
nes ipsarum Fl, Y^^ .... Y^ lineares, quas per Hi deeignabo, 

^i,i Yi'\'Li^2 Fl .... -|- Li^„^ Y^ = Hi^ 
a se independentes enrnt, sive non dabuntur factores ab ipsis yi independentes 
A|, 12 etc., qui efficiant 

Nam si einsmodi dantnr foctores, secnndum (40.) aat oTj , ots , . . . . Xi non a se in- 
dependentes sunt aut datnr aequatio inter functioncs lineares I7i, I/29 • • •• C^mi ^od 
utnunqne contra suppositionem est. Fonctiones antem a se independentes H^+i^ 
Am+2 9 • • • . Bim omnes simul evanescere non possunt nisi simnl eyanescnnt 
omnes Fi, F2, .... F^. lam igitur com pro ipsanun y^ yi etc. valoribns 

omnes simnl evanescant l/^, U^^ 172^, siqnidem quantitatom Aj^^ B va- 

iores sunt ipsi in Propositione tradita assignati, ideoque onmes secnndum (40.) 

evanescant fli , pro valoribus iüis omnes quoque Fj , Fj , F^ evanescere 

debent, sive pro ipsius h valoribus 1, 2, .... tu fieri debet, 

quae est propositio demonstranda. 

Propositionis antecedentis pro casu simplicissimo iii=2 boc addam exemplnm: 
wUbi semper ponitar aa^ = |^ — |j^, ex aeqoationibns 

flnunt sequentes, 

«j,4 "ST, -j- «4»« -STj -f- «,, j Xi , 

Si /^!>^2iii atque variabilium independentium ^m+m ^»+29 *• •• ^p fonctiones 
^1) ^29 .... Xm ita determinari possunt, rAp-^m aequationibus ri=0 satuh- 
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faciant, habentor complura systemata aeqaationum differentialiam partialium, 
ad instar aequationum (38.) formata. Videlicet e numero m aeqaationQni 

ri = 0, »2 = 0, rp = 

per Propositionem antecedentem deducere licet alterum m aequationum diffe- 
rantialium partialium systema (38.) , eaque raUone aliud aliudque systema (38.) 
obtinebitur, prout aliae p — 2m e p — m variabilibus independentibus Constan- 
tium loco habentur. 

Ponamus iam esse X| , or, , .... x^ yariabilium a^^^i , x^^^ ? ^V 

fiinctiones invalventes Constantem Arhilrariam a, sitque 

MM i|r OXi I Y" ^X^ I -wr OXm 

41. w = Jti-^^ + Aj-g^— ....-}- J[,-^~, 
porro 

-mr QXi I -y OX^ I y OXm \ JT 

Qnae nbi snbstituuntnr in formula, 

= JS'JE/k-^ — 3 — dxi^ 



obtinetur 



48. rf„_„rf«+^«. + |£l,^....+|5=„. 



fO + f[(|?)lf+^^t]H" 



siquidem uncis differentialia partialia indndendo innuitnr, ante differentiationes 
siÄstitutos esse functionmn x^^ x^^ .... x^ valores. Si m aequationibus, qui- 
bus a?i, or,, .... x^ determinantur, integratur aequatio, 

= JTi ixi -f -3Ci rf^a . . • . ^-Xp rf/^, 

32* 
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locum habere debent p — m aequaliones ^^ = 0, onde aequationis (42.) dexlra 
pars evanescit sive fit 

Si p^2m, vidimns supra, m aequationibos Ulis fieri ut de m aequalionibus 
differentialibus t#/i = fluanl p. — m reliquae «^ = 0, ita ut m aequationes illae 
sint aequationes integrales systeinatis aequationum differentialium tiisO, qua- 
rum p — 2 tu e reliquis fluuut. Formula (43.) docet, si insuper inter yariabiles 
h ^111+ n ^«-i-2^ ^p staluatur aequalio w=^ße* sive 

44. X.^+X.|^....+^^ = /9«', 

designante ß Constantem Arbitrariam, ipsas m aequaliones differentiales 11^ = 
in earum tu — t redire, ideoque(44.) esse novam eiusdem systeinatis Uk==0 
aequationem integralem. Si m aequaliones, quibus aequalio 

Xidx^-\'Xidx2 .... -^-Xpdxp = 

integratur, plures involyunt Constantes Arbitrarias, per (44.) totidem obtinentur 
Systemalis ti^ = aequaliones integrales, quas diversae ingrediuntur Constantes 
Arbitrariae ß, e\ e quarum binis per solam diyisionem eliminatur t. Quae 
manent aequationes integrales, quaecunque p — 2m aequationes differentiales 
adiiciantur systcraali Uj, = 0, quippe quod tanlum 2 m aequationum differentialium 
yices gerit. Ubi Constantes Arbitrariae sunt numero m, habetur problematis 
Pfaffiani solutio completa, simulque m aequaliones (44.) iunctae tu aequalio- 
nibus, quibus aequalio (20.) integratur, suppeditant syslematis aequationum diffe- 
rentialium (21.) integralionem completam. 

Si p = 2m, aequationes Constantem Arbitrariam a involventes, qui- 
bus aequalio 

JC| dXg -|- -Xj dx^ ....-[- -Xa^ dxam = 

integratur et quibus determinabantur funcliones jTi , X2^ .... ^« , sunt aequa- 
liones integrales syslematis aequationum differentialium (2.), sive resolutione 
earum provenientium (4.): 

dx^ : Jj?2 . . . . : dx2^ = A^iAi . • . . : ^am- 

Quarum Multiplicatorem, docent formulae (1 3.) et (44.) , per illas m aequatio- 
nes integrales induere valorem. 
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Si X^n, = — 1 alque omnes X| , Xj , .... X^,^^ variabiU x^ yacant, vidioms 
snpra Multiplicatorem Constanti aequari. Ac reapse eo casu evanescente dt 
e (44.) eroilur, 

qoae ipsarum (4.) aequatio mtegralis est Qqae pro iti =2 cum formula (19.) 
convenit, quam supra alia via erui. 

Methodum ad solvendum problema Pfaffianum ab ipso autore adhibitam, 
data occasione observo, per plures et altiores procedere integraliones quam 
metbodus vera et genoina poscat. Quam novam methodum pro exemplo simplice 
explicabo. Ad aequationem differentialem 

X^dXi'\'X2dXi'\'X^dx^-\-X^dx^ = 
per duas aequationes inle^randam poscit Pfaffiana metbodus integraUonem com- 
pletam systemalis trium aequalionum differentialium primi ordinis inter quatuor 
variabiles ac deinde unias aequationis differentialis primi ordinis inter duas 
yariabiles. lUius igitur systematis Integrali uno invento, secundum illam metho- 
dum restat integratio completa duarum aequationum differentialium primi ordinis 
inier tres variabiles sive unius aequationis differentialis secundi ordiAis inter duas 
variabiles ac deinde aequationis differentialis primi ordinis inter duas variabiles. 
At observo, si Integrali illo in vento expriraatur x^ per x^^ x^^ Xj^ aequatio- 
nem differentialem propositam abire in aliam linearem primi ordinis inter tres 
variabiles, conditioni integrabilitatis satisfacientem ; cuius integrationem vidimus 
absoivi posse per integrationes separatas duarum aequationum differentialium 
primi ordinis inter duas variabiles. Unde in locum aequationis differentialis 
secundi ordinis tantum integrandae sunt duae aequationes differentiales separatae 
primi ordinis, quae est reductio maxime insignis ; integrationi autem aequationis 
differentialis primi ordinis postremo praestandae omnino supersedetur. Tractatio 
huins rei gravissimae completa ac generalis alii Commenlalioni reservanda est 

NoTom Principium Generale Ifechaoicom quod e Principio Ullimi Multiplicatoris floit. 

%' 22. 

Siut Xi^ fi^ Zi Coordinatae orthogonales puncli massa mi praediti; sint 
vires massam r/i/ secundum directiones Coordinatarum soUicitantes Xi^ Fj, Z^. 
Ubi systema n punctorum materialium nij, i/i,, .... m^ prorsus liberum est, 
inter tempus t atque Coordinatas punctorum babentur 3 n aequationes differen- 
tiales secundi ordinis, 



254 "* C. G. J. Jacobi, ikeoria novi tnultipUeatoris aequat, tUff. 

d*xi _ i f 

d*zi 1 « 

Vires Xi^ F{, Z; soppositione maxime generali ernnt ftapctiones Sit Coordi' 
natarum Xi, y^, «{, temporis t atqoe differentialium primomm Coordinatamm, 

qnae sant punctomm velocitates in Coordinatanun directiones proieolae. Se- 
condum (5.) $. 14. systematis aequationnm differentialimn dynamicaram (1.) 
MoltipUcator definitor fomrala, 

indice t valente ad omnia poDcta materialia systematis. 

Qnoties vires sollidtantes a solis massaram positionibus in spatio pendent 
sive praeterea etiam a tempore t, quantitates J^, F^, Zj ipsa ar|, yj, z'i 
omaino non involyunt, ideoque evanescente expressione 

^ 1 (dXi , dTi , ÖZ,\ 

statnere licet 

ü = 1. 

Hinc secandmn prindpiam Ultimi Maltiplicatoris sequitmr, si systema punctomm 
materialinm iibenun sit atque vires mobilia propeUentes ab eoram vdodtatibas 
Don pendeant, ultimam integrationem , vel si vires etiam a tempore non ex* 
plicite pendeant, duas tiltimas tntegratianes revocari posse ad Qnadratnras. 
Videlicet posteriore casn constat tempus / prorsns separari posse et post alias 
omnes integrationes transactas per Quadratoram inveniri. 

Idem iam demonstrabo pro casn generali qno systema n punctomm 
materialium non est liberum, sed certis obnoxium est conditionibus, ^e ex- 
primantur per aequationes inter Coordinatas Xi^ yi^ Zi locum babentes, 

3. /7 = 0, /7i = 0, etc. 

Aequationes differentiales dynamicas pro motu sie impedito praeoepit iH La* 
grange baberi sequentes, 
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factoribus l, li etc. determinatis per aeqoationes lineares 9 qaae obtinentor 
snbstitoendo aeqoationes differenüales (4.) in aeqnationibos conditionalibus bis 
differentiaüs, 

^lE—o ^UL —0 etc 
Ad eas aeqoationes lineares fonnandas pono 

, an .an . anx 

«•^ «•*5 — "•■5 — ! 

ü = JS\r: ^'' 4-y- ^4-«' ^L 

^^ ** r ' di ^^' dt ' • rf# r 

5. / / . a/7, . 877, . air, 

^^ ^ r* dt T^. rf^ r*. jt 

etc. etc. , 
fit 

n — *^*^ _ v(i^ ä'xi, an d^yiidn^ d*Zi ) 
" ■" dt* — -* I öjTi "Ti»" " dj'f • df "f" a»,- • dt* ) 

rf«« ~ (ö*.- • dt* ' "SyT' «/«• ""lär* rf«* J 

etc. etc. 

Ubi in bis aeqnationibos sobstitoontor formolae (4.) atqoe ponitor, 

etc. etc. , 

porro 

aeqoationes 9 qoibos A^ X^ detenninantor, eyadont seqoentes^ 
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= F + (0,0)X + (0,l);i, elc-, 
8. ( = F,4-(1,0)a + (1,1)/, elc-, 

etc. etc. 

His de factorum l, l^ etc. valoribus praemissis, aequalionum Lagrangianarum 
(4.) investigabo Mulliplicatorem. 

Ac primum observo, secandum ea qaae de viribus sollicitantibus statuta sunt, 
in dextris partibus aequationum (4.) solos factores J^, li etc. impUcare differen- 
tialia prima Xi^ yi^ z'i. Unde e (5.) §. 14. Multiplicator üf definietur formuia, 



quam posito 



etc. etc. , 

1 idUa dlß j^dUa dkflj^dn^ dXß\ 



sie exhibere Ucet 

10. d logüf = — [jio,u + Ai + ®M ^'• 
Ad quantitates ^0,09 ^1,1 etc. delerminandas 9 aequationes (5.), 

0= yß + (ß.O)l-^(ßA)i'i etc., 
qnarum CoSfficientes (ß,0)j {ß,\) etc. solarum Xi^ yi^ Zi fnnctiones sunt, 
secnndum omnes quantitates xl , y|- , st; differentientur, aequationesque differen-* 
tiationibus provenienles respective per quantitates 

J- §JI^ JL älLt JL ^ILi 

multipiicatae consnmmentur: prodit 

11. = ti.,^ + (fi, 0) <o + (ß.l) <i etc. , 
siquidem statuitur 

— sJ^iilLi 9Vß\dna ar^^dna aj^ 

Cum secundum (6.) babealur 



dVß _ dUß^ dj^ _ dUi öF^ _ eUß^ 
öx; ~ öx;.' dy- ~ e/i' ö«;.~ a«;. ' 
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qnantilales u^p Ac repraesentare licet, 

« _ y 1 (a/7, dUäj_9n, düß.dHa dUß) 

At e (5.) obttnetiir, evolutione differenüaliam d.-^--^ etc. facta ^ 

auf - dxj 



<f. 



qnibus raloribiu sobstitatts fit 

^^- ^^ r gg. "i^_L azz. * '5ir 
■557~rf*~+^5F'~rf*~ + 'ä^ — J??— 

Cirios aeqnationb beneficio obthiMiJiir ^antitatnm {a, ß) per fornralam (7.} defini- 
twum differentialia, 

14. i?^) = i:^ = i(«^+«^). 

In aeqnatione (11.) indid ß valores 0, 1, 2 etc. triboendo obtinentur aequa- 

tiones lineares qnibns qnantitas A^^ detenninator. At qaantitatam omninm sie 

inventarom A^^ aggregatom docui per fonnalam symbolicam condnnam ezhiberi 

posse, qnaecnnqpie aint qoantitates u^^ß. Vocetur enim R eanun aeqnationom 

linearinm Detenninans sive sit 

^±(00)(11)(22) ••• = Ä, 
atque statuator 

seqnitnr per raticdnia sümilia atqne $. 16. adhiboi, 

Unde com secondom (1^0 ^^ 

d{a,ß) = d{a,ß) idecque ^logA = 41ogA^ 

ertitur e (10.) 9 

- Ko+ Ai + ete.} dt = rflogÄ c= rflogÄ, 
id qood snppeditat 

15. if = Ä = -2?±(00)(ll)(22)...., 
qd est lloltiplicatorii qoaesitt yalor. 

Gi«ile*t JoifMlf.a.lLBd.XUX.H«fti. 33 
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Operae pretium est adnotare, aequatioiiem inventam M=R non tan- 
tum ad casum valere quo functiones X;, F;, Z;, viribus sollicitantibus aequales, 
tempus / explicite continent, sed ad hunc quoque casum quo tempus t ipsaa 
expBcile* afjicit aequationes conditionales IT=: , /7i = etc. Eo casu 
aequationes dynamicae Lagrangianae (4.) eandem servant förmam^ sed facto- 
ribus X, Xi etc. alii competunt valores; quippe quantitatibus U, üi etc. ideoque 
etiam quantitatibus F, Vi etc. quae aequationum linearium (8.), quibus factores 
ly li etc. determinantur, terminos constantes constituunt, respective addendi 
sunt termini, 

At patet, inde non mutari aequationes (12.); unde aequationes! quoque (13.) 
et (14.) immutatae manebunt ideoque formula pro aggregato^q^o-f ^i,i ^^^ ^^^ 
venta ideoque etiam ipsius Multiplicatoris valor R. 

Si vires soUicitantes Xi^ Yf^ Zi solarum functiones sunt Coordinatarum 
Xi , Yi , Zi , atque inter has solas dantur aequationes conditionales /7 = 0^ 
/7x = etc. , valor M= R inventus secundum principium ultimi Multiplicatoris 
hoc suppeditat theorema: 

Novum Principium Generale Mechanicum. 

„Proponatur motus sgstetnatis n punctorum fnateriaiium, fuae m 
datis sup^rfidebns vel curvis aut dato quoeunque modo inter se eatmexa 
manere debent, ita ut inter Coordinatae eorum locum habeant k oequaHoneB 
conditionales; porro vires soUidlantes et tnagnitudine et ^ectione soUe 
punctomm positionibus datae sint: semper duas Ultimos integraüanea ah^ 
solvere licet Quadraluris. Sint enim 

punctorum massae nii, 11129 .... ni;. ; 

massae mi Coordinatae orthogonales Xi^ y^ Zi^ earumque difpsrei^ 

-• ,• • # dxi • dyi , dzi 

tMba prtma Xi= -jj-^ yi='^^ Zi=^-^\ 

sint aequationes conditionales 77=0, i7i=0, .... ITk^i=0 et diffiren^ 
tiatione prima ex ns provenientes i7^=:0, 77/ = 0, .... IT^^i = 0, «ftt 

inter 6n quaniitates or,-, yi^ %, x], y,', z'i praeter 2 k aeguatioMs IT, = 0, 
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ni=^Q^ invenia sint 6n — k — 2=^ IniegraUa Jfi = a|, F^^^fh 

Ff,^=a^^ desiffnantibus Ui^a^^ .... a^^ Constanies Arbitrarias; restabit tu- 

tegroHo unius aequationis di/ferentiatis primi ordinis inter duas quantilales 

ff et V, 

v'du—u'dv = 0, 

fM u et V esse possunt ipsarum Xi^ y,-, z,^ Xi^ y'i^ z\ funetiones quaecungue 

atque u' et r^ designant valores differentialium jr ^f -^^ adiumenio aequatio^ 

num datarum et integratione inventarum nee non ipsarum aequaüonum Jüf- 
ferentialium dynamicarum per ipsas uelv expressos. His praemissis, ponatur 

^ ^' ' HH Idxi oxi ' dyi ayi ' dzi dzt)^ 

atque kk quantUatum {a,ß) formetur Deterudnans Rj porro si vocatur 
J Determnuns functknude Gn functianum 

iT, Ui^ . . . . ITi^i , 77', ni^ . ... i7/_x 9 

J^l^ f^2^ •••• ^6«-i-.2^ ^ß ^9 

6n quantitaium Xi^ yi^ Zi^ x\^ y), z\ respectu formatum, exprimantur 
B et J et ipsa per solas u et v; erit aequationis v'du — u'dv = Mul^ 

TD ^ 

OpUcator -r-^ unde nova habetur aequ€Uio integralisp 

J •j{v'du—u'dv) = Const, 

übt expressio sub integruHonis signo est diffirentiale eompletum; denique 
si nova Uta aequaiione integrali exprinütur v per u, unde evadit eOarn u' 
soiius u functio, invenitur simplice Quadratura, 

Z + Const =y^" 

Sub forma antecedente principiam noTum mechanicnm ante hos tres 
annos cum illnstri Academia Pelropolitana communicavi. Alias eiusdem for- 
mas infra tradam. Ultimam integrationem , qua / per Coordinatas exprima- 
tur, Quadraturis absolvi, res erat nota et sponte patens. At inventom novum, 
penultimam quoque integrcitionem Quadraturis perfici posse, constitaere mihi 
videbatur principium mechanicum. 

Si tempus t vires sollicitantes sive etiam aequationes conditionales affidt, 
non amplius ipsum / a reliquis variabiiibus separare licet, unde eo casu prin- 
cipium nostrum tantum omnium ultimam integrationem per Quadraturas absol- 
vere docet. Supponendo, inventa esse 6n — 2 k — l Integralia, 

l<i = «1 , 1<2 = Oj ^ • . • . l^öiH-21-.l = ^^^fln-^ft-l) 

33» 
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atque ti et r esse ipsius ^ et 6ii quanütatnin ar,*, yv, Zi^ X|, y}, z'i fonctiones, 
Determiflans J fonnandam est Gn fanctioniim, 

6n-f 1 qaantitatam f^ Xi^ yi^ Zi^ x\^ y\^ %\ respecta; eadem manente ipsinsü 

significatioiie, rarsas eiqirimenda erunt Jl, J, u'=^-^^ r^=— per u et r, 
eritqoe aeqoatio integralis ultima, 



/ 



j-^v'du — u'dv) = Const., 



ubi expressio sab integrationis signo est differentiale completum. 

Habemas bic exemplum, qao ad reductionem aequationum differentialinm 
propositarmn adbibentur IntegT&lia partieularia ; nam ex aequattonibas diffe- 
rentialibos (4,) sequnntur Integralia completa, Ila=^C„^ IT^=^C„t-^Ca^ de- 
signantibas C«, C^ Constantes Arbitrarias. Neqae tamen sunt /7j = 0, /7« = 
aequationes integrales particalares quaeeunqua, sed tales pro quibos secnndam 
§• 12. fit ut Multiplicator quo aequationes differeotiales earum benefido reductae 
gaudent e M ultiplicatore propositarum (4.) dedud possit. Sdlicet aequatio quidem 
integralis particularis est /7j=0, at fnnctio 11^ ita comparata est ut Constanti 
-^bitrariae aequiparata suppeditet Integrale completum; porro si reductioni ad- 
bibetur aequatio integralis particularis 77j[ = ex eaque nova dedudtur aequatio 
integralis i7^ = 0, rursus innotesdt functio IT„^ quae Constanti Arbitrariae aequi- 
parata non quidem aequationum differentialinm propositarum (4.) , sed reductarum 
tamen Integrale completum suppeditaL Quod secundum §. 12. poscitur et suf&dL 

Designentur in quantitates x^^mi^ fii^i^ «i^f^i per 

fit e (7.), 

Unde secundum propositionem notam , in Commentatione de formaHane aUfue 
proprietatibus Determinantium §.13. probalam, quantitatum {a,ß) Determi- 
nans exhibere licet ut aggregatum quadratorum Delerminantium functionum U, 
J7|, . • . . /7|.|, formatorum respecta quarumque k e numero quantitatom 
Ii9 &9 •••• Ssh sumtarum, sive ponere licet 

16. Ä = üf = jS. |-^+ -ST^'^T^ "ST^I 9 

siquidem m\ vif\ .... nfi^ designant quoscunque k diversos ex indicibus 
1, 2) .••• 3 lt. Ex« gr. pro uno puncto, massa =1 praedito, cuius Coordi- 
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natae orthogonales sunt Xp y, z, et quod moveri debet in raperfide coias 
aeqnatio 17=0, fit 

« = « = (lf)'+(f)"+(l#)N 

si punctum moveri debet in curva, cuius aequationes sunt /7=0, /7|=:0, fit 

\ oy dz dz dy ) 

Erat Jl Determinans aeqnationum linearium, quibus factores La^angiam 
l, li etc. determinantur, qni igilur factores indeterminati aut infiniti eyadere 
neqpeunt nm evanescat IL At docet formula (16.), non evanescere posse R 
nisi singula evanescant Determinantia funclionalia 

Id quod ubi identice fit, ipsarum IT, /7|, .... /7]^.| una reliquarum functio 
est, quo casu aequationes conditionales aut sibi contradicunt aut una quae e 
reUquis sequitur est superflua. Singula Determinantia illa si non quidem identice 
evanescunt sed ipsarum aeqnationum 77=0, ITi = 0^ .... ITj,^i = adiu- 
mento, id indido est, eamm aeqnationum unam reliquarum ope formam Quadrati 
induere. Eo casu per certas eiiminationes et radicis extractionem transformari 
debent aequationes IT= etc. ; quam praeparationem semper factam esse sup- 
poni debet, ut aeqnationum dynamicarum Lagrangianarum usus esse possit. 

Si ex antecedentibus semper supponere licet Determinans R non indefi- 
nite evanescere, fieri tamen potest ut Jl evanescat pro punctomm materialium 
positionibus particularibus determinatis. Quemadmodum si inter tres puncti Coor- 
dinatas una vel duae habentur aequationes conditionales repraesentantes super- 
fidem aut curvam apice praeditam, evanescit R si punctum in eo apice col- 
locatur. Ubi agitur de aequilibrio systematis punctomm materialium in eiusmodi 
positionibus particularibus coUocatorum , pro quibus Determinans JR evanescit, 
praecepta statica generalia aut deficiunt aut accuralioribus explicationibus indigent. 
Nee non si in certo temporis momento systema in motu suo ad tales positiones 
particnlares pervenit, velocitalum inlensitates et directiones mutationem finitam in 
temporis inlervallo infinite parvo subeunL Si, ut in rerum natura fieri solet. 
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condiliones qoibus systema subiicitur non exprimuntiir per aequationes, sed per 
maequalitates /7>>0, ITi^O etc., inde ab eo temporis momento ipsae ple- 
rumque aeqnaliones differentiales (4.) com allis commatari debent. 



De Multiplicatore aequationum differentialiom dynamicamm forma Lagrangiana secunda 

exhibitaram. 

$. 23. 
Hl. Lagrange aequaliones differentiales dynamicas generales alia qaoqae 
forma memorabili exhibnit, Coordinatarum in loco, k aequationibus conditio- 
naiibns satisfacientium , introducendo 3it — k quantitates a se independentes 

Quorum ipsae Coordinalae Xi , y*, , zi tales esse debent functiones, qnae snbstitatae 
in aequationibus condilionalibusi7= 0, /7i=0 etc. sponte iis satisfaciant Unde 
eliam aequationem 77„ = cuiuslibet yariabilis q^ respectu differentiando habetur 

,• \ dxi ' dqm ' dyi ' dq^ ' dzi ' dqmi 

Statuatur 

consnmmando 3 1* aequaliones (4.) §. pr. respective per mi^^^ ni,-^^, ^^S^ 

multipiicatas, evanescunt secundum (1.) aggregata in factores X, li etc. dnota, 
unde prodit 

Ponendo 9m ===--^7^ ^^ considerando quantitates x'i ut quantitatom y,« , g'^ 
nes, quae dantnr formula, 



sequitur 



dx': dX: 



ö?f; ~ öv^- 



Porro 



dxi 
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Eodem modo pro omnibus tribns Coordinatis fit 

ö^~"ö^' H:~'öq::' Bq::~H:' 

öflm rf# ^ dqm dt ^ dqm dt ' 

Undo aequatio (3.) sie exhiberi potest, 



m 






sive ponendo 
fit 

Qua in formula ob! T et qaantitates Q^ per 6n— 2A; pantitates ^i, ^j, 

93ii-i f 9i t ^2 j • • • • ysn-ft exprimimtar atque indid m tribaantur valores 1,2,.... 
3n — kf obtinenttir 3n — k aeqoationes differentiales secundi ordinis inter tem- 
pns t atqae 3n — A; variabfles a se independentes ^^t 

OT 



d. 



«'-■ «^-ft = 0, 



d. 



dt dq^ 

dT 



5 / ^y» ö^ #j n 



. dT 






dt dfsn-a 

quae altera est forma Laffrangiana aequationmn differentialiam dynamicanmi. 
Aequattonom (5.) iam investigabo Multiplicatorem. 

Sint aeqoationes dynamicae, 

y^=ü. 92 = 0, .... y3n-i = 0, 
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ubi 9x, g>2 etc. designent laevas partes aeqaationam (50* Statuamos 

6. T=iJSmi^.glq\,, 

utroque t et t' ad omnes indices i^ 2^ .... in— k yalente et designantibvfli 
qnantitatibns at^f, = a^, j solanim ^i , q^^ • • • • ^sn^k fonctiones. Hinc fit e (b.')^ 

dSoi^mq'i ^^ 






unde ponendo q"=i^j^ ernitnr, 

Porro si vires aollidtantes Ji^ , Yi^ Zi h qnantitatibns x\^ y'i^ %'% non pendent 
ideoque eUam qnantitates Q^ ipsa (fi , 92 eto« non implieant, fit 

nnde reiectis terminis se mntno destmentibns fit 
sive 

At e propositione generali, qnam snb finem $'16. tradidi, ponendo 1 = 1 se- 
quitnr, id»i formnlae (8.) locnm habeant, aequationnm differentialinm (5.) fieri 
Multiplicatorem 

V. iXEi — ^ ^ X "g^JT • -jf^ . • . . -^^# — — «^ X «1,1 «^ • • • • <hii-i,9ii«a • 

Si mrsus 3 n qnantitatnm Xi^mi^ Xi^^u ^li^i locoponimns ^1, &,«•.• fs«) fit 

10. T=i{rxS+f2S..-.&;fi.}. 
qua expressione in formula (6.) Substitute obtinetnr 

11. a r= ^^»,^^1 f 9^« 9^1 I ^hn djin ^ 

Hamm qnantitatnm Determinans, secundnm eandem proposiüonem qnam $. pr. 
aliegavi QDe Determ. form, et propr. $. 13.), aeqnatnr aggregato qnadrato- 
mm Determinantinm fhnctionaliom quarnmqne Sn — A: e nnmero fnnctionnm Siy 
Si^ • • • • Ssh^ quantilatnm fi^ 92, • • • • fin^i respectn formatomm, si?e fit 
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designantibus m^ m^' etc. quoscunque in — k ex indicibus 1, 2, 3n. 

In deducendis aequaUonibus differentialibus (5.) supposui, aequaiiones 
conditionales tempus t non explicite continere. Quod ubi fit, slatuendum erit, 
functiones, quibns 3ii quantitates X/, y,, Zi aequantur, praeter 3n — k quantita- 
tes q^ etiam ipsnm t continere. At binc non mutabuntnr formulae (1.), (3.), (4.), 
ideoque ipsae aequationes (5.) immutatae manebunt. Unde altera quoque forma 
Lagrangiana aequationum differentialium dynamicarum ad bunc yalet casum 
quo aequationes conditionales tempus explicite continent. Neque eo casn mu- 
tationem snbennt formulae (7.) et (8.) , unde etiam valor Mnitiplicatoris inventns 
immutatus manet. Quod breviter adnotare sufficiat. 

De Multiplicatore aequationum differentialium dynamicarum forma tertia exhibitarum. 

Multiplicatores trium formarum aequationum differentialium dynamicarum inter se 

comparantur. Principium ultimi multiplicatoris ad tertiam formam relatum. 

§. 24. 
Quantitatum q'i^ 929 .... q\n~-i respectu functio T bomogenea erat 
secundi gradus, unde fit 

sive » 

_ , dT . .BT , . dT rp 

Si variamus quantitates omnes, quarum T functio est, ponimusqne 
sequitur e valore ipsins T praecedente, 

ST ST 

ubi in dextra parte bini termini se mutuo destruentes, -Q-r^gi — "Q-y^gU 
omissi sunt. Formula (2.) docet, si per 3 n — k aequationes, e (6.) §. pr. fluentes, 
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quantitates 9) per quantitates pi et qi exprimantur earumque valores in functione T 
substituantur, fore ipsius T differentialia partialia quantitatum ^,- et pi respectu 
sumta, quae uncis includendo distinguamus ab ipsius T differentialibus partia- 
libus quantitatum qi et ql respectu sumtis, 

A /öTX _ dT (dT\ _ . 
^dqi) ~ ~ dqi' \dpi/ ~ *•' 

Hamm formularum ope aequationes differentiales (5.) §. pr. exhibere licet ut 
systema 6n—2k aequationum dÜTerentialium primi ordinis inter t et quantita- 
tes ^1, ^2, . • . . 9^3«-*^ Pl'i Pl^ • • • • Pim-l^ 



5. 



dqi /dT\ dpi (BT 



\df)' TT^ ~W)+^'- 



di 

Hae formulae tertiam formam aequationum differentialiom dynamicarum con- 
stituunt. Quas, pro casu quo 3ii quantitates X^ Yi^ Z^ sunt differentialia 
partialia eiusdem functionis U respective secundum Xi ^ yi^ Zi sumta , primus 

condidit celeb. HamUlan, Astronomus Regius Hibernensis. Eo casu fit e (3.) 

SU 
§. pr. ft = ^--, unde statuendo T — Ü = H, si vires non a velocitatibus 

pendent ideoque ü ab ipsis pi yacua est, aequationes differentiales dynamicae 
evadunt, 

"• dt ~ \dpi/' dt ~ \dqir 

lam olim quidem ill. Poisson in celeberrimo opere de Constantium Arbitraria- 
rum variatione id egerat, ut quantitatum q\ loco in aequationibus differentialibus 
dynamicis Lagrangianis secundis introduceret quantitates pi ; quae aequationes 
si ea substilutione abeunt in 

^- Yi — ^'^ dt — ^*' 
bene idem cognoverat fore 

\dq\f ^dpif^ \dpk^ \opi/^ ^oqk^ ^oqi/^ 

unde sequebatur, omnes ön — 2 k quantitates Ai et — B^ esse differentialia 
partialia eiusdem functionis, ipsarum pi et qi respectu sumta. At meritnm , eam 
functionem H=i T — U ipsam assignavisse eaque re aequationibus differentia- 
libus dynamicis formam perfectissimam conciliarisse , celeb. Hamitton debetor. 

Casu quo mobilium Coordinatae functionibns aequantur quae praeter 
quantitates qi ipsum tempus t implicant, forma simplex aequationum (5.) perit, 
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qua de re hoc quidem loco transformationem HamiUonianam ad eum casum 
non applicabo. 

Facile invenilur aequalionum (5.) Multiplicator ilf^. Etenim si aequa- 
tiones (5.) per formulas (7.) designamus , fit 

At ponendo 

sequitur, si vires sollicitantes a velocitalibus non pendent ideoque functiones 
Qi quantltates pi , p2 etc. non implicant , 

ideoque 

8. M2 = 1. 

Si functiones Qi quoque implicant quantitates pi^ definitur M2 per formulam, 

^' dt '^ dp,'^ dp, • • • • '+" dp,n^l — ^' 

lam tres Multiplicatores M, J/i, Jüo, pro Iribus aequationum differentialium 
dynamicarum formis inventos, inter se comparemus. 

Forma secunda aequationum differentialium dynamicarum proveniebat e 
prima reducta per 2k aequationes integrales, 

j i7 = (), i7, = 0, .... i7,., = 0, 
^"- ( 77' = 0, /7; = 0, .... i7Li = 0. 

l^uae aequationes integrales, licet non completae, ita tamen sunt comparatae 
ut aequationum differentialium reductarnm Multiplicator e Multiplicatore propo- 
sitarum per eandem formulam obtineatur ac si reductio per aequationes integrales 
completa facta esset (cf. §§. 10. et 12.). Cum per aequationes (10.) revo- 
centur (in variabiles ar,-, y,-, «r,-, a:|-, yj, z'i ad 6n — 2Ä variabiles y, et q]^ 

secundum ea quae 1. c. tradidi duorum Multiplicatorum Quotiens n^ aequatur 

Determinanti Gn functionum 

n^ Hi , . . . • Hk—i ^ ^i^ ^29 • • • • ^sn-* ? 

formale respectu 6n quantitatum o?,, y,, ^,-, o?-, yj, ar). Expressiones no- 
varum variabilium ^i, ^2 etc, per j?;, y,-, ät^ per aequationes (10.) diversas 

34* 



I 
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subire possunt mutationes, quibus tarnen illius Determinantis valor non motalur 
(cf. §.3. (12.) 3- Ponamus rarsus, ut supra, 3n quantitates ^; loco quantita- 

lum ^miXi^ -^niifi^ ^ntiZi^ atque 3n quantitates 1/ loco quantitatum yh^iX]^ 

M 
^tiiij-'i^ -^MiZi^ valor ipsius -^ eüam aequari poterit Determinanti earundem 

6ii functionum, formato quantitatum 1/ et ^ respectu, quippe quod ab illo De- 
terminante fanctionali tantum discrepat factore constante (cubo prodacti massa- 
rum). Cum 3 n quantitates 1/ non reprehendantur in 3 n functionibus IT^ et q^ ^ 

Determinans Quotienti -^ aequale induit formam producti, 

y. , dll dll^ dllk^i dq^ dq^ d q^n^i 

5ff^ öfl; d n;_, dq'^ dq^ dq^^ 

Cum vero insuper sit 

ö^; ~ öl, ' öi; — d£, ' 

utrumque in se ductum Determinans aequale evadit, unde eruitur 
. Jtf _ [^.dJl dn^ ailjt-i dq, dq^ dq 

^^' M, — i"^-5i, "51, •••• dik •5iHrai*+/--" öl: 

Sint 

m'y m", m(^«-*> 

indices diversi ex ipsorum 1,3,.... 3n numero, supponere licet ^ ipsas 
9m ^2 9 •••• 93n-» expressas esse per solas 3» — k quantitates 

tum antem Quotientis -jg- valor formam simpliciorem induit, 



'3n^k • * 



^1 •~35m'*^^m-""5SmCM 



X{-5'± 



Ö/T Ö/7, Ö/It-. 



1 



a 



siquidem wi^*"""*^^^ m^''*""*^^^ .... m^^ designant k reliquos indicum 1,2,.... 3 n. 
Unde tandem per formulam not^m (Determ. Funct. §.3.(12.)) sequilur, 



13. M\2+'J-' ^^"" ^^"^"-*'*' 



. . . • 



d» e\ . . . • rv 
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Quod antecedentibus suppositum est, novas variabiles 919 ^2? . • • • g^n^k 
per totidem qaantitates Sm^i ^m" ^tc. expressas esse, id fieri non polest, 
qaoties ex aequationibus condiiionalibus 11=0 etc. aequatio inter easdem 
3n — k quantitates S^* ^tc. sequitur; nam cum 3n — k quantitates ^i, ^2 ^tc. 
a se independentes sint, etiam in — k quantitates ^„^ etc., per quas expri- 
mantur, a se independentes esse debent. Nihilo tarnen minus pro eo quoque 
casu formula (13.) valet. Quoties enim ex aequationibus 77=0 etc. fluit 
aequatio inter solas 3n — k quantitates f^/, ^^/. , . . ., S^{3n-i)^ hae aequabunlur 
in — k functionibus quantitatum y^, ^29 • • • • ^3n-* non a se independenlibus, 
quarum functioanm Determinans evanescere constat. QDeterm. Funct §. 6.) 
Porro si e A: aequationibus 77 = etc. obtineri polest aequatio inter solas 

SM — k quantilates ^„i* 9 f m" ? ^m(3''-*) ' '^^^ debet, ut ex iisdem reliquae k 

quantitates I (sn-i+i) etc. eliminari possint. At si de k aequationibus IT=0 etc. 
totidem guantifates eliminari possunt, functionum II etc. Determinans 
earum quantitatum respectu formatum per ipsas aequaliones evanescit^^. 
Unde casu de quo agitur, utroque Determinante ad dextram et laevam signi 
aequalltatis posito evanescente, aequatio (13.) iusta manet. 

Si, quod secundum antecedentia licet, in aequatione (13.) pro systemate 
indicum m', m'', .... m^^""*^ sumunlur quique 3 n — k diversi indicum 1,2,.... 3 n, 

3w.3w— 1 . . . .3h — ft+1 .. . , _ t « «^ 

omnesque — r 7 — ' — aequaliones provementes consummantur, pro- 



• • 



dit aequatio 



MS.l:s+ 



• . • . 



d. ^, • . • . r\ 



«•'■hi^-lf: 



% 

9 



obi in altera summa loco indicum jw^^"~*+*\ „|0i-*+2)^ ^^on)^ quippe qui 

aliam non habent significationem quam qnorumque k diversorum ex indicibus 



*) Ponamus enim , ex aequatione 77 = eliminari posse k quantitates ope reliquarum 
aequationam 77^ = 0, il, = 0, . . . . 77jt-i = 0, per easdem induere debet 77 formam producli 
fiF, designante F funetionem a k quantitatibus vacuam, ut ex aequationibus conditiona- 
libus sequatur inter reliquas quantitates aequatio F=0. Secundum $. 3. (12.) in De- 
terminante functionum Aj II ^j .... 77ii.i ipsum fiF substituere licet functioni 77. 
Quoties autem F=0, dlfferentialia prima ipsius (iF ita formare licet ac si factor ^ 
constans esset, unde etiam in formando Determinante functionum fiF, 11^, 77^ , .... Ilk^i 
habere licet fi pro Constante. Quod igitur Determinans aequivalebit factori ft ducto in 
Determinans functionum F, 11^, 11^ j .... 77a-i, ideoque evanescel, cum F ab ipsis 
quantitatibus vacua sit, quarum respectu Determinans functionale formatur. 
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1, 3, .... 3n, scripsi m^, m"^ m^^^ Aequatio antecedens perfecte con- 

gruit cum supra inventis. Nam secundum formulam (16.) §. 22. aeqnatnr M 
siunmae ad dextram, secundum formulam (12.) §. 28. aequatur M^ summae 
ad laevam signi aequalitatis positae. 

Aequationum dynamicarum forma secunda in tertiam mutabatur introducendo 
variabilium yj , yi? • • •• ^zn~-\ loco lolidem alias Pi^ Pi^ — P^n-i' Unde secandam 
§. 9. lertiae formae Multiplicator M2 e secundae Mulliplicatore Mi obtinetnr formula, 

Dantur autem novae quantitates pi aequationibus linearibus, 
posilo secundum (11.) §• 23. 

unde fit 

Quod rursus cum supra inventis congruit, cum secundum (9.) §. pr. aequeturilfi 
Determinanti ad dextram, secundum (8.) autem M2 unitati. Per considera- 
tiones antecedentes videmus, e yalore^2= 1? qui sponte patet, inveniri potuisse 
M2 et M, supra via diversissima inventos. Qua methodorum diversitate cum 
Multiplicatoris tum Determinantium functionalium theoria haud parum illostratur. 

Principium Ultimi multiplicatoris ad formam aequationum differentialium 
dynamicarum tertiam relatum sie enunciari potest. 

„Punctorum materialium sysleina subiectum sit conditionibus et sol^ 
Udlelur viribus quibuscunque , a sola positione systemaüs in spaüo 
pendentibusf qua positione determinala per fi quantitates inäependen^ 
tes qi^ semisumma virium vivarum T exprimatur per quantitates ifi 

et q\='-^\ admotum systetnatis definiendum, eliminato tempore, tit- 

tegrandae erunt 2fi — 1 aequaUones di/ferentiales primi or£nis, qua» 
rtim inventa sint 2f^t — 2 Integralia, totidem Constantes ÄrkUrarias 
involventia, ila ut integranda reslel unica aequatio differentiaHs primi 
ordinis inter duas variabites u et v, 

v'du — u'dv = 0, 
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desijfnantibus in hac aetfuatione u' et v* ipsamm u ei v fiinctiones 

quibits quotientes differentiales ^ ^' ^ ope Integralium invenforum 

aequantur; erit huius aequationis differenüalis primi ordinis infer 
duas variabiles uUimo loco integrandae Mulliplicator aequalis De- 

ferminanti /tmctionali 2fi quaniitalum qi et -^-7, ipsarum u, v atque 

'2/ii — 3 Constantium Arbitrariarum respectu formato. 
lam novum principium generale mechanicum exemplis applicabo. 



De motu puncü versus centrum fixum attracti. 

§. 25. 
Pro motu libero puncü in piano ex Ultimi multipUcatoris principio ge- 
nerali fluit haec 

Propositio. 
Proponantur pro motu puncti in piano aequationes differentiales, 

designantibus X eiY Coordinatarum puncti orlhogonalium x e\ y functio- 
nes quascunque; si habentur aequationum differentialium propositarum duo 
Integralia 

f{x, y, x\ y') = a, (p {x, y, x\ y') = ß, 

ubi a el ß sunt Conslantes Arbilrariae, dabitur orbita puncti formula 
sive etiam formula 

y' dx — .r ' dy 



f: 



df dv__d£ dq> f' 

dx' ' dy" dy • ^ 

ubi duorum Integralium inventorum ope exhibitis a?' et y' per j?, y, a, ß 
quantitates sub integrationis signo differentialia completa fiunt atque / ter- 
tiam Constantem Arbitrariam designat. 

Aliam propositionem, qua puncti liberi in piano moti orbita Quadraturis definiri 
potest, si puncti velocitatis intensitas et directio per duo Integralia inventa de- 
terminatae sunt, iam ante multos annos cum illustri Academia Parisiensi com- 
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municavi, sed ea propositio tantnm respiciebat casum quo vires Coordinatis 
parallelae X eiY eiusdem quantitatum x el y functionis aequantur differentia- 
libus ipsarum x e\ y respectu sumtis, dum in propositione antecedente X eX Y 
quantitatum x e\ y functiones quaecunque esse possunt. 

Pro motu puncti in dato piano versus centrum fixum attracti duo con- 
stant Integralia principiis conservationis vis vivae et conservationis areae. quibns 
si principium ultimi multiplicatoris addis, per tria illa principia generalia a priori 
constat, eins motus determinationem solis Quadraturis absolvi. Quod facto cal- 
culo sie comprobatur. 

Pro motu proposito habentur aequationes differentiales 

d^x _^ _ xF(r) d^y _ yF[r ) 

di^ r ' rff* r ' 

ubi X et y Coordinatae orthogonales sunt, quarum initium in centro attractio* 
nis est; porro r = -^{xx-^-yy) atque F(r) intensitas vis attractivae pro 
distantia r. Posito 

R =/F(r)är, 

e principiis generalibus mechanicis conservationis vis vivae et areae statim ha- 
bentur duo Integralia, 

f=^(ix^x^+yy)+R = a, 
ip = xy* — yx' = ßy 

designantibus a el ß Constantes Arbitrarias. Unde fit, 

df d(p df d(p ^ , , 

dx' ' d/ dy ' dx' ~ ^^ ' ^^ • 

E duobus Integralibus appositis sequitur 

^^'+yy' = y(f, 

posito 

Q = 2r'(a — R)—ßß. 

Unde secundum principium ultimi Multiplicatoris dabitur puncti orbita per aequa- 
tionem , 



/: 



y'dx—x'dy ^^ fydx—x'dy _ 



dx' * dy' dy' * dx' 

designanle y novam Constantem Arbitrariam. Ex aequationibns , 

xy'—yx' = ßy XX' -^yy' = -j/p, 
sequitur 
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rr ^ ^ rr ^ 

ande sobstttnendo xäx-^-ydysstrdr fit 

y^dx—x^dy ydx — xdy i ßdr 

Te rr '^ rVe * 

Posito igitur a? = rco8d, y=rmxi&, unde ydx — xdy^=—rrd&, da- 
bitar orbita per formulam, 

*+y = ^/rj/(2r\a-R)-ßßy 

h* Li 
Si lex attractioiiis est Neutoniana, ponendum est jF(r) = — , JB = ^ 

designante Ar^ yim attractivam pro unitate distantiae, institataqae integratione 
prodit aeqaatio sectionis conicae inter Coordinalas polares r, ^-f ^. 

Aequationnm differentialiam antecedentiam dextrae parti addamos Coar^ 
dmatarum x et y fitnctionee homoyeneae (— 3!)*'^^ dhneneionie, X et I^ 
aequationnm differenüaliam provementiiiin, 

semper aliqaod obtineri poterit Integrale. Nam ex bis aequationibus emitnr, 
l.rf.(arg-yjf)'= ixdy-ydxXxT-yX) = x'ixY-^yX)d.^. 

At est x^(x Y — yX) fiuictio yariabilium x el y bomogenea nullae dimensionis 
ideoqne fnncüo ipsins — , nnde aeqnationis antecedentis pars utraqne est diffe- 
rentiale completum, factaque integratione prodit 

siqoidem ß Constans Arbitraria est atqne 

V=fx^{xr-yX)d^. 

Si X et y sunt differentialia partialia fiinctionis bomogeneae ( — 2)^* dimensio- 
nis ü, ipsarum x el y respectu snmta, prindpinm consenrationis vis Yiyae 
alterum snppeditat Integrale 

siqoidem a est altera Constans Arbitraria atqne mrsns 

B = fF(r) dr. 
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Fnnctiones f e\ (p inventas substituendo fit 

At ex Integralibns inventis eruitnr 

ixx'-\-yr'){xy'-yx') = y{2r»(a-il + r)-(2F+/y)}Y(2F-i-^), 
qdppe ponendo 

2r'(a-Ä-fr)-(2F+/?') = (,, 

fit 

xy'-yx' = y(2F+/3»), xx'^yy' = ^q. 

Hinc seqnitar 

rr ' 

yi ^ yV9+Vi2r+ß^).x 

Quibüs formnlis substitutis in tertio Inteprali, qaod principio ultimi maltiplica 
toris sappedilator, 

ydx — x^dy 

df dq> df dq> 

obtinetur formnla quae pnncti orbitam determinat, 

f l ydx — xdy , dt \ 

siya ponendo nurras ar = rooa^^ y=rmi&, 

ridr d& \ 

semper designante y tertiam Constantem Arbitrariam. Com ait ü fiinctio ho- 
mogenea (—2)*^ ordinis, erit 

nnde 

d.rT = --{x X-\-y Y) (x rfx -f-y dy) ■\-{xx-\-yy]{Xdx-\- Ydy) 
= (xY — yX){xdy — ydx). 

Eadem quantitas aeqoabalur ipsi d V, unde in fornmlb antecedentibns stataere licet 

V = rrü, 



/ 
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Secandnm snppositionem factam fit f^U=V ipsiiu — =tang^ foncüo, ande 
in aeqnatione orbitae, 

alterum integrale solios r, alterum solins & fonctio est. Temporis expressio 
Iiabetar per fonndam 

, , /* rdr frdr f r*d& 

in qua % est noya Constans Arbitraria. 

In motu antecedentibns considerato vis Fijr)^ qua punctum versus oen- 
trum fixum attrahitur, aucta est alia vi 9 quae secundum axes orthogonales 

disposita differentialibus partialibus ^— et ^ aequatur« Eadem vis secundum 

radii vectoris directionem eique perpendiculariter disposita evadit 

Secundum suppositionem de functionis ü indole factam statui potest 

designante V(&) functionem anguli & quem radius vector cum axe fixe formet. 
Qua expressione Substitute positoque ,^ = V(&)y eruitur 

Si iam ponitur 

docent formulae antecedentibns inventae, Ulis viribus P et {^ ad vim altracti- 
vam i^(r) accedentibus orbitae aequationem polarem eam mulalionem subire 
ut angulus & in unguium mntetur. At simul videmus, itta virium P ei Q 
accesshne relaHonem inter radium veetorem et tetnptts amnino immutatam 
manere. Quae curiosa proposilio valet etiam si non quod antecedentibns sup- 
posui molus in piano fit Sit enim U ipsarum x, y, z fimclio bomogenea 
^_2y«e dimensionis, ac proponantur aequationes differentiales , 

35* 
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nasfafF^r)dr=R ponendo seqnitnr, 

(^)*+ (fO'+ 0*= a(-«+p+«). 

Qnibiis additis fit 

ande mtdliplicando per 2r^ et integrando prodit, 

'^(^)'=2r'(«-Ä) + ., 
ideoquo 

qua in forniula r et c Constantes Arbitrariae sunt. Fatet aulem quod demon- 
ftranduni erat, in hac formula nuUam fonctionis 17 vestig^um remansisse« Addo, 
fi // ^audeat forma parliculari, 

r = i{A(f)+*{f)!, 

d^ignanlibus /"et 9 funcliones quascunque, eum ipsam motam, qui in piano 
non continetnr, .tolum Quadratnris determinari posse. 

Motus puncli in spatio pendet a quinque aequalionibjis differentialibos 
prirni ordinis inter sex quanlitates x, y, z, x', y, z'i nnde quatuar Inte- 
Ifralibus egemus ut problema ad aequationem differentialem primi ordinis inter 
diias variabiles revocetur, qnae ope principii Ultimi multiplicatoris per solas 
(^uadraturas inlegrabitur. At quoties vires sollicilantes dirig^tur versns axem 
fixum viriumque intensitates non pendent ab angalo quem planum per axem et 
ffiobilo ductum cum piano fixe per eundem axem transeunte facit, problema 
ad motum puncti in piano revocari polest 9 et nonnisi duobus Integfralibus opus 
erit ut tolum absolvalur Quadraluris. Desig^nantibus enim x, v, C puncli Coor- 
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dinatas orthogonales positoqne 

sint aeqpiationes differentiales, qaibus molas poncti definitnr^ 

rfjr = ^> di* ~ ^ y^ di^ ~ ^ y^ 

nbi secaDdam rapposifionem factam et JT elY solarom x ely fiinctiones esse 

debent: erit 

d^C t.d^v _ 

nnde sequitor, 

dC «• dv 

derignante a Constantem Arbitrariam. Fit anteni) 



ideoqae 



rf#» ~ dt* "^ V{.vv{-iC)*'ili* "* V{vv-\-K).ät* ' 



Unde aeqnationes differentiales propositao evadant seqoentes, 

d*x y d*y __ gg | -y 

dt* ~ ^* rft» 7^+ '• 

Cf. /Nor. Cr«//. VoUXXJV. paff, iß sqq. Ponendo, 

V = y Gosf, t = y sin/; 
fit 

dC f.dv df 

''dT-^dt'='yydj = ''* 

nnde Constans a aequabitor plani per punctam mobile et axem fixnm dacti veloci- 
tati rotatoriae initiali, mnltiplicatae per qnadratum distantiae inilialis puncli ab axe. 
Doobus Integralibns inter x, y, x', y' inventis, terlium integrale principio ultimi 

Mnltiplicatoris suppeditatur. Qaorum Integralinm ope sl y' = ^ per y ex- 

primitur, cum rotalionis ang:ulns f tum tempus / Quadratnris determinantnr ope 
formnlamm , 

Unde in casu proposito cognitis duohus Integralibns tria reUqna a solis Qua- 
dralnris pendent. Consideretnr ex. gr. motns pnncti versus centrum fixum 
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attracti; posito r=y(j?j?-f yy), secnndiim antecedentia erit 

Qaae aequationes in eas redeunt, quas supra integravi, ponendo 



• ' ^ ~ 2yy 2rrsin^> ' 



ande 



W{d) 



aa 



2 sin*» ' 



ideoque 






Si r et ^ sunt poncti attracti Coordinatae polares in piano fixe in qoo illud 
revera movetor, in aequatione orbitae, quam in hoc piano describit, angnhis S 
loGO ipsins ^ substitui debet ut ematnr orbita descripta in piano mobili per 
axem ipsanun x ducto. Relationem inter r et / pro motu in ntroqne piano 
eandem manere, ex ipsa natnra rei patet. Plani angulus rotatorius f datur per 
f ormnlam , 

-^ «rf£ adt ^_ dQ __ aß.de 

"/ yy rr sin* ti?^ ^^ sin^ti?^ a» cos 9» -f/?* sin 6*^ 

unde, designante € Constantem Arbitrariam , 

tang(r+O = -^tang0. 

Si per centmm attractionis ex arbitrio axis fixus dudtur, in formulis antece- 
dentibns axem Coordinalamm x pro axe fixe snmendo motus poncti attracti 
componitur e motn pnncti in piano per ipsum et axem fixum dncto eiusqae 
plani rotatione circa axem fixum. Statuatur a = ß$ini, erit 

cos^= cosJcosÖ, tang = sin J lang (/*-[- 9 sini^sin(/'-f «) = ß"*®« 
E centro attractionis describalur superficies sphaerica, cuius intersectio cum 
axe fixe, cum radio yeclore et cum piano orbitae puncti attracti sit Ji^ P et 
circulus maximns PQf porro in sphaera e ^ ad circulum maximum PQ de* 
miltatur perpendicularis AO: in triangulo rectangulo sphaerico AOP erit 

AO=:(t, AP = », PO=0, OAP=^f^€. 

Cuius construclionis ope formulae antecedeutes geometrice comprobari possunt 
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Si punctum versus centra fixa quotcunque Ui eadem recta disposita secon- 
dum Neutonianam sive afiam qoamcunque legem attrahitur, qnibus attraetioiiis 
viribus accedere polest vis constans rectae paraUela, e duobus IntegralibuS) 
quae untecedentibus poscebantui* ut reliquae integrationes omnes Quadraturis 
absolverentur, altenim conservatioms vis vivae principio suppeditatur. Si abest 
vis coastans atque duo tantum sunt centra attrabentia lexque attractionis est 
Neuümiana, allerum Integrale Eulerus invenit. Eo igitnr casu motus ille 
principio conservationis areae certi cuiusdam axis respectu valentis, principio 
eonservationis vis vivae , Integrali Eluleriano, tandem principio dtimi multi- 
plicatoris ad Quadraturas revocatur« Quod iam accuratius exponam« 

(Cont fafc teq.) 



X^gh 



280 §2. Kronecker j IrreducttbOHät der Gleichung ^j^ « a 

Beweis dafs für jede Primzahl p die GleichuDg 

i4-a?4-jp»-j.....-j-«^* = irredactibel ist 

(Von Herrn JU Kraneckerß StocL phtl. sa Berlin.) 

Dei der Wichtigkeit des Gegenstandes dürfte es nicht ohne Interesse sein, dem 

Ton Gaufs in den Disq. arithm. gegebenen Beweise einen zweiten sehr einfache 
hinzuzufügen. Ich schicke dabei, um den Gang nachher nicht zu stören, fol- 
genden Satz Toraos: 

^Wenn p eine Primzahl, a eine von 1 verschiedne ple Wurzel der Einheit und 
a, üiy.... ganze Zahlen bedeuten, und man n-f^i^^c-f ^^^"f '«'""h^p-i^^^ 
=A«) s®*^*^ ^^ ^^^^ ^® Congruenz fla)/Xa^) ....f(a^^)^f{iy'^mod.p 
Statt, wobei sogleich bemerkt werden kann, dafs jenes Product als ganze 
symmetrische Function aller Wurzeln eine ganze reelle Zahl sein mufs.*' 

Beweis. Man setze fl-faiJj-["^^^'f ••••"}" ^p-i^'^^/T^) nnd denke 
sich die Entwicklung des Products f{^)f{x^) .... fißf^^) nach Potenzen von Xy 
so dafs das allgemeine Glied darin A^ x"" wird. Setzt man nun in der so ent- 
standenen identischen Gleichung für x nach einander die Werthe 1, a, a%.... a'^^ 
und summirt alle diese p Gleichungen, so erhält man auf der einen Seite; 
fity'^'\'(jf—l)f{a)f{a')....f{ar'). Denn fflr jedes r aus der Reihe der 
Zahlen 1, 2, ....(jii — 1) fallen die Gröfsen a% a% .... a^'^'^'" mit den ursprüng- 
lichen ot , a\ .... oF^^ nur in andrer Ordnung zusammen , woraus folgt , dafs 
f{(f)f{a^') .... fia^'^O r=f{a)f{a^) . . . .f(a^') ist. Auf der andern Seite er- 
hält man für das allgemeine Glied -4„(l-f «"-f ^^''4"' •••"[" ^^'^'^'*)9 ^^che 
Summe für jedes durch p theilbare n den Werth p erhält, für jedes andere 
n aber yerschwindet. Man hat also die Gleichung 

oder A«)A«') •• •A«'^') = Al)^' ^od. p, w. z. b. w. 

Es sei nun 1 -f a?-[- a?* -{-.... -f x^^ = X das Product zweier ganzen rationalen 
Functionen von x mit ganzen CoSfiGcienten , also X=^f{x).q>{x)^ so wird 
aus dieser Gleichung für 07 = 1 offenbar p = f{t).g)(l)'^ wo /"(!) und 9(1) 
ganze Zahlen sind, was also nur möglich ist, wenn die eine =1, die andere 
=zp ißt. Es sei /'(1)= I. Nun mufs aber andrerseits f(x) far so viele von 
1 verschiedne ple Wurzeln der Einheit, als der Grad dieser Function andeutet, 
also doch wenigstens für eine verschwinden. Es wird daher jedenfalls 

f{a)f{a^)....f{a^') = 0. 
Andrerseits hat man nach obigem Satze 

A«)A«') • • • • fiP^') = /(l )'^' = 1 mod. p, 
welches den Widerspruch giebt. 

Anm. Ich will noch bemerken, dafs ich in Bezug auf den obigen Hülfssatz nicht 
auf Kümmerte „Disputatio de numeris complexis etc. $. 2/* verwiesen habe, 
weil bei dem Beweise desselben dort schon die Irreductibilität der Gleichung 
^ = vorausgesetzt wird. 
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13. 

Nova Theoremata de ftmctionum Abelianarum euiusque 

ordinis valoribus quibiis pro complementii? argiimento- 

rum atque indicum dimidiis iiiduuntun 

(Auct F. Bichehi, prof. math. ordin. in univ. Regiom.) 



1; ostqaam ad inBtar functionum ellipticanun, ab iUustrissimis JqcM e^ Abel 
invenlarnm , ille vir celeberrimus inversis integralium AbeÜanorum fimctionibiis, 
qaäe plures yariäbiles Ihyolvunt, intröductis analyseos fines fcimpliiis '{Irotolil,' q^'e 
in theoria ellipticarum sohita videntf eornm similia pröblemata de Us fornetid- 
nibus naturae multo sublimioris ac fere inaaditae Geometris tractanda se offerant. 
Quae disquJbitiones de functionibos ^^^/faiuir sive ultra ellipticis no vis fnodam- 
modo analyseos fondamentis superstruenda yidentur. Qni enim per Theorema 
Abelianum, quippexquod pro unico adita aperto ad hnius theoHae fündamenta 
habent, calculo integral! adhibito penebrare velint in haec mysteria recondita, 
ii maximi calcüli impedimenta sibi bbveiuire videbunt. Quäe quomodocanque 
se habeant , in hac disserlatione unum e numero illorum problematum per oal- 
culum algebraicum band inelegantem, calculo integrali advocato, tractavimus. 
Nimimm hie agitup de hoc problemate: Si ^(= ±1 et brevitatia gnrtia p^Hm*: 

Jz = — (ar — iwi)(ar — »i2)....<«^ — »I2.+2), 
ubi differentiae: 

positivis valoribus gaudent, argumenta 

n, ti', w", . ... 11^""^ 
definiantur per aequationes has: ^ 

'' ^xdy , r'^ e,dy , . f'' e.dy 



• I < • 



.1 'I 



''_e^ydy_^r''^ e.ydy^^ , /•"' e.yiy ^ ^.., 

/fl| }flj 






. - ]■ ' - 



- • • ■ «!: 



• 1 •• I « « ■ 
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383 iS, Rieheloi, Je funetionibui MeUatUt, 

atqoe introducantur fiinctiones li(u,u', «",.... tt<"-'^), Aj («,«',«", .... ti^"-") 
eto atque G (« , W, u", .... «<"'*)) his aequationibus determinalae : 

4i(i«,«t',«",....«^'~'0 = («*— r»)(»i— rt) («»1— y«)» 

Aj (II, «', «",.... «("-'5) = ( »i2 — yi) ( »h — ^2 ) — (wj — >-») , 

Wi(«» «'» «"» •••• «^""") = (»»2»+i— yi)("«j-+2— r») — («J-+2— r-)» 

C(«, II', ti", .... ti^"-«) 

IUI "*» "'aii-i 

ubi ^z denotat füncUonem rationalem ipsius % integram, et a q[uaQtitateiQ 
constantem. lam , si yalores argumentorum u , u\ n'\ , « , . nC'^-o pro 

respective transeunt in ilf , üf , ilf '^ Jff "^\ quaernntur et fonelionum : 

l^(^M-u, M!— ti', üf ''- «'', .... Af ^"-^^ — ti<'-*>) , 



i^^^ (Ä— ti, ilf '— II', ilf ''— II'', .... itf^"-*^ — ti(-*>) , 
G (itf — ti, üf' — u\ M!'— II", .... üf "-*> — ti^"-'0^ 

per ipsas ^«ntitates fi^yi^i • • • • y» e^ipreesionea , nee non yalores ipsorum ; 

X,{\My\M\ .... \MS--'^), 



fi^(|ilf, \M', .... iilf'^*>). 

In his disquisitionibns versante me, illustrissimus Jacobiy ingenio augustis- 
simo ductns, quas ipsas functiones Äbelianas plares variabiles involventes olim 
in Analysin introduxerat , e novis nnius tantum variabilis functionibns tbeore- 
matis Abeüani ope algebraice adnotavit componi (id quod in diariö ab illu- 
strissimo lAouville edito dec. 1843 pag. 505 invenis), ita nt in l|as simpliciores 
functiones, quippe in quas ceterae reducantur, ante omnes inquirendnm esse 
videatur; tarnen quin hanc elaborationem Geometris communicarem , haud dn- 
bitavi, et per se eomm attentione band prorsus indignam, et nt singolarem 
theorematis Abeüani applicationem. 
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1. 

% Initium, ut problematis natura melius perspiciatur, a casu simplicissimo 

facere velimus ii= 1, ubi functio lu congruit cum ipso sin^ am (ii, x) , atqae 
expressiones ipsorum: 

siiiam(ir — ti), sinam^iST, 

determinandae sunt. Quem ad valorem notissimum eruendum, solvere placet 
hoc generalius problema algebraicum: 

Si differenäae: ms— -itii, m, — ms, 1114—1113, positivis valorito j^udMt, 
in expressione secondi ordinis: 

1. c{z — m^) (it — m^)-\' (it — m^)(z — nh) 

quantitas c ita est delerminanda, ut ipsa fiat quadratum formae: 

2. (l+^)(« — ^1)' = c(z — miXz—m;)'\-(z — m^(z — fi^) 

ipsaque quantitas Xi quaerenda est. 

Quem ad finem in aeqnatione (2.) ipsiusque dilFerentiaK secundum ipsum 
z sumto , si subslituitur : z = Xi pirodeunt formulae : 

e(Xi — m^Xxi — m^) + (a?i — m,) (a?i — Wa) = 0, 
c [(j?! — iwj) -f (Xi — «!♦)] -f (a^i — «»1) + (a?! -^ 014) = 0, 

et inde, ipso c diminato, aequatio ad ipsam.d;i detmnmandom 

3. -J- + — L_ = _^4._l_, 

quae docet alterum ipsius Xi valorem 

* if^Km^— mj)(m4 — m,)] — i^[(m,— mj)(iii, — »,)] 
in intervallo »ii . • . . otj , et alterum : 

* /((«»4—«»»i) («»«—»»»)] + *'[(«»— »»»iH»»» — »»«)] 
in intervallo »h . . . . m« contineri. Qnanlitas y'c in priori casu valore: 

6. i/«' = i^[<«»i — "*i)(***—«*'t)] — /[(»*,— »>)(m4—m,)] 

I 

in posteriorique valore: 

7. i/c''= i^[(^i - »f )(»»4 — ^i)] + i^K*»»! "'«»i)(«»4— y i)3 

induitur. 

lam vero aeqwtionis quadvaticae: 

C(«— »I4) (« — «,) 4- («—»»)(«:— mi) = 0, 

36 < 
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radices sint y^ et Y^^ ita ut habeantur aequationes : 

C(yi— »lOCyi— »I3) = — (>i— »i2)(yi— Wi), 
CjiY\-m,){Y,-m,) = -{Y,-m^)(jr,-m,), 
quibus logaritbmice differentiatis , prodeunt formulae differentiales : 
j^ rfC ^ 1 I 1 1_ 1 

i dC J . 1 1 1 



C'dYj^ F, — iWj ' F^ — m, F, — m, F, 

lüde dQce^üor quantitatem C, radicibus yi et Y^ respectiye ab Wi usqae ad 
x[ et ab 1712 usqae ad x[ continuo progredientibus , ipsam a nibflo oaqae ad 4/ 
continuo crescere, nee non brevitatis gratia posito: 

^z == — («r — «ii).(ar — mjj) (ar T— iHj) (ar — oi*) 
simul haberi: 

aeque ac , dum radices y^ , et Yi respective ab m^ et m« usque ad oti continao 
pergant, ipsam C ab infinito usi^e t\d e" continao decre9c«re, simolque fore: 

9 ^c = ^^^'^ = ^^^ ^ . 

' (^i— «»«)tyi— «»4) (T,— in,)(r, — m«) ' 

Aequatio yero identica: 

10. C(ar-«»4!)(«— »»,>-f(*— *»^)(a^~"»i) = (<?+i)('^-yi)(«-' J'i)» 

has suppedital: 

(1W4— »W2)(m4— mj = (C4-l)(y, — »i4)(F, — mO, 

11 < (*"»■"*"») ('"3—»"») = (C-i-i)(yi— '»3)(yi— «»j), 

CCrn« — OT,) (m, — «tj) == (C-f 1 ) ( y, _ «I,) ( F, — Wj) , 
C(m;— öii)(»i, -»lO = (C-f l)(y4 — ««i)(Fi— mO, 
onde prodeunt formulae: 

12 (»i,— OT,)(m,— m,) __ (w,— ri)(»»» — yj 
(m« — »»»)(»»4— »«i) (»»4— ri)("»4 — I^i) ' 

13 i/C — i/ A'**4— «»»)( «»4— '»t)\ V/ (yi-»*,)(r , -OT,) \ 
• ''*" rV(m4-i»,)(m,-m.)/rV(m.-;',)(ii»«-r.)/- 

Aequatione (10.) et aequatione utraque priori (11.) logaritbmice differentiatis, 
emanant bae formulae: 

dC(z—m,){z-mi) äC _ rfy, dT, 

C(«— mJC«— 1»,)-|-(2 — mj)(a— mj 1 + C »— yi »— T» ' 

1^.©! •*4-y, "^ iiv=F, ' 
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quarum prima et secunda per j-^ — r^ — -- — --™ multiplicatis , 

prima et lertia per -. r-. --777 multiplicatis , 

additioneque facta, prodit haec denique aeqaatio: 

dC • 

_, izi L 5ÜJ 

(2J-ri)(m4-r.)(«*.-r.)i^c"^(^-i'i)(m4-rj(m,-r,)yc- 

In altera huins aequatiom's parte loco ipsias |/C introducantur valores e for- 
malis (8.) et (9.), atque in utraq[ue integratio instituatur , quo facto habentur 
formulae : 

'*'J (z-y,)V(Jy,)^J (2-r,)i^(jr.)- V(-Jz)"''^'"^ A-^t^) 



^^J (^=T^(2ST)+J (z-rM^T,) -= 7(=^"^'*"^ — •(-^i) 

iUa pro prioribus, haec pro posterioribus Umitibas antea propositis Valens. Inter 
limites utriusque aeqnationis ji, Fi constat aequatio algebraica(12.)9 nee non 
yC determinatur ope formulae (13.)- 

Aequationis (14.) utroqne termino secundum descendentes ipsius z po- 
testates evoluto prodeunt hae: 

lfl| Wlj IW| Wlj 

nee non generalior: 

- +^ l(»-a) Vhj*) ««»n« y(-^«) J^i 

^ rfns e rfltfoMlein integram , a qnantitatem oonstanteia 
qnanüibet denotat, nee iloii dedotatio asHata pro eoAfficiente ev(^tionis ad- 
hibita est. ••. ■ 



» 



• ■ 



2M i3. Rieheloij de funciiombus Abeluuäs. 

Exempli gratia posito: 

»»♦ = «>, »13 = — ^ »12=1, »ii = 0, 

J 7[r(i=7)(i-*V)] ' •/ /tr(i-r)(i-«V)l ' 

J /[yd—r)] ^^^"^' y (l-x»sin^ama,/j^[/a-xKl-«*r)l~ ^ ' ^' 

ex ätitecedenUbos seqminlar fbribniae Aotissimae: 

,,^ V cos am M 

sin am TA — ti) = -775 r-.~r r, 

^ ^ r(l— x*sin*ainM) 

1 
smainiA"=^ -777-j — r-, 

lf(it)fÄ(Ä— n) — jE(A") = x'8inamti5inam(A:— w), 
r*>^ X ' »»,. X rr/r^ N ii /1-x* sinamw smam(Ä-ii)sin ama sinam(Ä-a)\ 

V»Ä(jA.')-iB(A:) = I—*,, 

t 

V...... N rr/r^ \ 11 /l— (t— x,)sinamasinam(iiC— o)\ 

sinam(iA'-fiAi) = 



ubi ponilur: 



2. 

Easdem disquisitiones de Abelhnuf integraliboB instituentibiis nobis, pri- 
inuin problema simile algebraicam speciale solvere, atque deinde ad analyticum 
ffonoralius aggredi placet. lam vero ttüeHiodtts illud solvendi, in articnlo ante- 
oodenti adhibita, quae hie ad aeqoationem quadr^icam dueit, in simili problemate 
ad inlegralia ullraellipttea pertinente, aeq[uaticmem ; snbBmioris gradns provocat, 
MtM #d aysteimrta «aquationrnn ntinoria gradis rednoere ooayeniL Quam iii 
cMsam extemplo aUa via ad systemata haec ipA penrenire malin earnque im 
catfu iam exposito simplicissimo persequi. 
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Posito : 



— * = »% —2 L = ^« -J * = ri\ , 

18. y(c + 1) {»' (!»♦— a:,) — (W3 - a?i)} = ü, ]/c. (fii4 - m,) r = F, 
aequatio identioa: 

in hanc abit: 

19. (r/i4-iw,)(iii4-m.)(r^-i7j)(r*-i?;) = V^-V\ 

Inde coniicis, quia 11 est functio par, et V functio impar ipslus v^ lila secnndi, 
haec primi gradus, fore: 

20. V-\- r= c,(r + 770(r-fi;0, Ü-V= c,(v-r],Xv-r],), 

igiturque formulis (18.) advocatis: 

ü= iCi {(r+i7i)(r+i72)+ (r— J7iXr— 172)} = ^(l+c) {n'itn^—x,) — (m^—Xt)} , 

Ibi posito r^ = 00 , r^ = 1 , prodeuot formulae : 

Vc(m^—m^) 00 /(l + c)(in4~m^) 

1?*, «^^ = ^J post faciles reductiones : 




»»4 — m. 



E formnlis (18.), (19.) et (20.), posito r = l, seqnitur, valorem ipslus 
£/«_ F^ pro r = I fore: 

unde valor ipsius r^, quem, quia quantitates 17^ et 17* unitate minores sint, 
positivum esse formala (22.) docet, dedacitur: 

quo in formulis (21.) et (22.) Substitute, habentur formulae: 

Quia igitur summa 171 +172 9 nee non differentia: 

^t ^t _- ( m4-»m,)(m, — m,) 



positivis valoribus gaudeut, eliiim diffarentia 171—172, simul cum ipso 171 positive 
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Sit necesse est. Itaque ponere licet: 

Formulae (28.) vero docent, valorem x^ pro superiori signo ipsius 1^2 in inter- 
vallo 1913 — 1714 contineri, pro inferiori in intervallo Mi — »ta, nee non fore: 

quae formulae cum formulis (4.), (5.)^ (6.)^ (7.) optime congruunt. 

Si expressionem : 

c{z — m^)(z — m^) -{- {z — nhXz —tiki) 
brevilalis gratia per (4,3), similiterque per (3,2), (2,1), (1,4), (4,2), (3,1) 
designas expressiones similes, quarum prior terminus respective est: 
c(ä— i«3)(3r— 1112), c(z — m2){z—mi)^ c(z—m^){z—m^)^ e(z—m^)(z—m2)^ 

c(z—m^)(z—tn,)^ 
similem calculum in bis quinque ceteris formis instituere superfluum esset. 

Substitutionis enim linearis ope hnius: 



2 — m' 



ubi quantitas m bis respective satisfacit conditionibus : 

»I4 > «1 ^ JW3 , 

»I3 >> «w ^ r/f2 , />(» — iw) > 0, 

1W4 > m ^ Uli , 
formae respective (3,2), (2,1), (1,4) ad formam fundamentalem (4,3) revo- 
cantur. Nimirum bac substitutione babetur, si A quilibet numerorum 1, 2, 3, 4 
est, et ponitur: 

^h = />•— — — -, 

m^—Z = (fW;^— w) ^_ % 

— = P(n—fn) ^_ (Z-T/>)« 
dz (2— m)* p(»— m) ' 

Inde concluditur argumento s: ab m usque ad — oc, et ab 00 usqne ad m 
continno pergente, argumentum Z ab 00 usque, ad p,^\ 9A1 p usque ad — an) 
continuo decrescere. Hinc patet, ai füerit: 

fore: 
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si fuerit: 

»I3 > m ^ 1W2 , 

fore: 

M^> M^> M^> M^^ 

atque si fuerit: 

»»2 > m ^ iWx , 

fore: 

üfi > ilfi> Ufa > ilfj. 

Unde sequitur formas (3,2), (2,1), (1,4), in novis sigfnis forma (4,3) indui. — 
Formae deniqae (4,3) et (3,1) realem problematis solutionem non ad- 
mittunt, qai{^e qnae, si quantitas c realis est, duplici factore gaudere neqaeunt. 
Aequatio enim formae: 

(4,2) = 
exempli gratia unam singulam habet radicem aut in intervallo 1113 — m« anl in 
intervallo m2 — 1113, prout quantitas c positive vel negative valore gaudet 

3. 

Problema algebraicum simile, ad integralia Abeüana primi ordinis par- 
tinens ita pronuntiatur. 

Si differentiae quantitatum realium »ii , MI2 , . ^ . m^ 

nie — 11I5 , füg — IW4 , «... «I2 — iWi 
positivae sunt, quantitates c, a, Xi^ X2 ita sunt determinandae, ut expressio 
biquadratica : 

26. c{z — ay(z—mQ)(z — mi)-\'{z — rn^)(z — mj)(z — nhXz — mi)^ 

formam : 

= (c^'lKz-xO\z-x,)\ 

induat. 

Expressione (26.) cum ipsius differentiali pro z = Xi\ et z = X2 eva- 
nescente, habentur formulae: 

_^=_L_+-^_ + _l_4._J i L_, 

jTi — a JTi — iWi • Xi — iWj ' jTj — iWj ' Xi — m^ j^i — m^ X| — 1», 

^?-=-^L_+^_ + ^_4._i i L_. 

JTj — ü X^ — Uli ' X^ — m^ JTj — fWj ' Xj — Ifl^ X^ — lfl| JTj— Älg 

Posteriori a priori subtracta, divisioneqne per (x^ — Xi) facta, haeo prodit, signo 
summatorio adhibito, formula: 

2_ _^^/ 1 \ 1 L 

(Xj— a)(jr2— II) 1 V(jPi— mA)(x,-mÄ)/ (x»— m,Xm,— «»,) (jr»— ih^Xj^i— «•)' 
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27. 
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quae, quantitate a ope formularum (37.) eliminata, hanc suppeditat aequationem: 
38. \sh i ^ \ — -J: L_| ji^Ä ( t \ 1^ 1 j 

= 2h( ^ \ ? 2 

i \j^i—n^h){x^—mh)' {x^—m^){x^—m^) (Xy—fn^){x^'^m^y 

lam yero ex aequatione proposita: 

39. c{z — äf(jz — rn^^{z — mi)'\-{z — m^{z — m^){z — nh){z — mi) 

emanat formula: 

cuius ope ipso X2 ex aequatione (38.) eliminato, aequatio sedecimi gradus ad 
ipsum Xi determinandum oritur. Haec in octo aequationes quadraticas discer- 
pitiir hoc modo. Ponatur: 

* = V% —5 ' = 17,% 

abi h est quilibet quatuor numeroram 1,2, 3, 4. Inde prodeunt formulae pro 
qualibet quantitate y valentes: 

31. z-y — j^^3J5 , m^-y — ^-j ; 

nee non aequatio (39.) in hanc abit: 

ubi ponitur: 

}/(t+r){«?'(m6— ;rO — (W5 — a-i)}{r'(iW6 — 072) — (1W5 — arj)} = ü, 
}/c {t?^(iW6— a) — (m,— fl)}(öi6 — ms)» = V. 
Inde eodem modo ac antea coniicitur, fore: 

Ü—V = c,(r— 1?0(«^— ^2)(«^— ^3)(«^— ^4), 
nee non brevitatis gratia posito: 

y){z) = (2r+i?i)(«r+i?2)(^+%)(«+^4), 

Inde, posito r^=l, t9^ = oc, r^ = 0, prodeunt formdlaa: 

33. /c = ^^,._____, 34. |/(14.c) = i^,, -^__-— , 
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porro 

35. {m,-a) - ^. -_— -^^— - _ ^(i)_^(_i, ' 

36. («»e-^x)(»»o-^») = 7^ = v>(i)+t^(- i)^ 

37. ms-« = -£■ . ''■'^»^s^* jl.|-l4.1 4.1} 

__ 2(m,— m,)i?,i?,>?3i?^ (1.1. i._Lj.l 
V(l)-V(-1) Wj "T i;, I 1?, T,J ' 

posito vero t;^ = i7]|, hae formulae: 



mj, — a = — 



3g^ ^ ^A Xl)-V/(-l)' 

Ex aequationibas (33.) et (34.) sequitur fore: 

(»»6— »«l)* _ ^1 



41. 



(i-i?!)(i-^j)(i-»j;)(i-0) •' 

sive ope formularum (30.) posterioris: 

c\ = (»le— »»i)(»«B— »i4)(i»8 — iii3)(m6 — m«). 
lam vero formula (34.), quia quantitates t]^ unitate minores sunt, docet quan- 
titatem Ci semper posilivam esse, quae com ita sint, erit: 

40. Ci = VKiWe— «»i) (»»6—«»«) (»»o—«i3)(m6— »»«)], 
quo valore in formnlis (33.) et (34.) substitato, habenlur formulae: 

y^,^,) _ •[(»>. -"'■K'»«-j;;»)^^;-'»^)('»> -"*«)J (v^d) +v.(- i)} , 

in quibus simul cum formulis (35.) , « . . . (39,) problematui propoBiti sohtio 
conlinetur. Inde praeter determiaationem quantitatum a, Xi^ x^^ functiones 
s^ — a^ {z — Xi)(z — X2) multis in formis exprimere licet, qoarum prindpales hie 
proponantur. Priori enim per P(z)^ posteriori per (p(z) denotata, e formulis 

(31.) et (32.) prodeunt hae: 

Piz) = 
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nbi per Ci, Cj, Cj, C4 designantur respective summae unionum, binionum, 
ternionam , qnaternionainque quantitatum «71 , ijj , ijj , i;« sine repetilione. Deinde, 
si per bi et 63 duas qaaslibet qaatuor quantitatum »»1, mj, mj, nit^ hiscum 
cohaerentes ipsarnm r]\, 77*, 17*, 17* duas per ß\ et /?* nee non prodnctum: 

denotamus, ex identicis aequationibus : 

Pz _ PA, , f&, 

Fz — *'^(6,-M(2-A,)'^(*.-*.)(2-ft.)' 
aequationibus (39.) advocatis has nanciscimur functionum Pz et q)z formas: 

lam igitur quantitas a determinatur ut radix aequationis: 

43. (« — m4)Cx -[-(« — »i6)Cj != 0, 



sive huins: 



a-i. • ß, - z-b, • ß, — "' 



atque Xi^ x^ nt radices aequationis quadraticae: 

45. (« - m,f -f (ar— »I5) (« - im«) C, + (ar - nio)* C« = 0, 
vel huius: 

Adnotare adhuc placet, valores (pb^^ (pb^ etiam ut valores quantitatum inco^i- 
tarum systematis singularis duarum aequationum linearium dari. Si enim per 
Cx et C2 denotantur ceterae duae quantitatum quatuor m^^ tn^^ nh, m«, ex- 
oeptis ^1 et b^^ atque per y\^ y\ iiscum cohaerentes quatuor quantitatum 
V\^ ^2 9 ^s 9 ^4 9 ^P^ formulae ex aequationibus (39.) prodeuntis : 

p _ t/;(l)-fi/;(— 1) tpmh 

^'"^ — i/,(l)-v/(-l) • i?Ä(m.-mA) ' 

e formulis identicis (42.) emanant hae aequationes: 

ygf w»6— gl y^i n I ^>— g» y*» yi. 
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Fe, 






»»6 — »»i ==- -1 ZT-» 



gnibus apte coUatis, ob formulam identicam: 

_ <>», — m, 

prodit systema harnm aeqaationam : 

4-1 xl 

*"r(m,-i,)Pi, • Y,^ß, "T- (m,-i,)F*, ' y,+/?. 

-4-1 xl 

i4-_j^i__ ^*"'"/>. I y*« iÜA — o 

Inde fonnalaram (39.) secunda adhibita, sequitur si habeantur aeqoationes: 



47. 



fore: 



48. 



1 1 

X 1 _L 1 

«-Ä Xl)+V^(-l) ~ (^-A.)(m.-*.)' 



ubi ponitur: 

V/Ä = («r+/30(«+A)(«+yi)(«+y2). 
Id qaod fadlis calculus comprobat. 

4. 

lam in naturam quantitatnm c, a, Xi^ X2 pro diversis quantitatam 171, 
^2 9 ^39 V* valoribos inquirere placet. Formularum (39.) prior docet, quanti- 
tatem a realem, atqüe formulae (41.), ipsum c adeo positivuin esse. Inde iam 
coniicis, radices duplices Xi^ x^ aequationis: 

47. c(2r— iiy(«— iiiö)(«— m5)-j-(«— mt)(«— iii3)(«— 1»2)(«— «O = 

imaginariis valoribus nisi coniogatis gaudere non posse. Si enim haberetur 
Xi=^m-\-ni, qnia aequtio realibus ooöffioiantibns gandet, d^es«!*— nt po- 
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natur, necesse esset. Deinde patet valores ipsorum Xi et X2 in uUo inter- 
yallorum horum: 

— (X) . . . • ITIi ^ 17I2 • • • • I7I3 ) I7I4 .... I7I5 9 191^ • . • • <X) , 

contineri non posse , quippe pro eiusmodi valore ipsias z prior aequaüonis (29.) 
terminus, semper posilivuin yalorem indnens, evanescere nequit. Qnanlitalis 
denique a valor in nnllo intervallorum horum: 

9711 . . . . ^2 ) ^ . . . . ^4 9 
contineri potest. Si enim exempli gratia prior casus locum haberet, ita ut 

difFerentiae : 

a — mi , »12 — a 

positivae essent, prior terminus aequationis (29.) pro z = a negativo, posterior 

vero positive valore indueretur, id quod fieri nequit. 

Quae considerationes ceteris articuli praecedentis formulis optime com- 
probantur in diversis^ qnas facere licet de quantitatibus tj^ suppositfonibus. Qms 
ut inveniamus, adnotetur, differentias 

ob ipsorum mi , n^^ m^^ m4 naturam positivas esse, formulis (30.) comprobari. 
Deinde e formularum (41.) secunda conditio inter qunntitates tj^ necessaria, 

emanat, quae quum, simul rji cum — rji^ 7^2 cum — %? ^3 cum — 1^3, 174 
cum — ?74 commutatis, constare nequeat, harum quantitatum quod attinet ad signa^ 
nonnisi octo suppositiones constitui pösse patet. Octo expressiones diversae 
functionis (pz inde Orientes tales erunt, ut, ipsarum producto posito = 0, aequalio 
sedecimi gradus emergat, quam, in articulo 3. memoratam, hoc modo in octo 
aequationes quadraticas resolutam videas. 

Animadvertendum est , et ut in naturam octo clasdium^ penetnure Uceat| 
et quia in problemate analytico postea adhibetur, expressiones: 

aWß — Ä> ms — a, m^ — a, nh — a, iwj — a, mi — a,% 
respective simul cum expressionibus : 

nec non expressiones: 

yme, (pws^ (pm:^^ (pnh^ (pnh^ ymi, 
respective simul cum expressionibw : 

pMitivas Tel aegativas Mse. Id fiiod Jioc tmödo deiMiistratw, ut in aoqNres* 
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sionibns (39.) qnantitatis t/ßtjH factor quiUbet 
transformetur, prout A^x est, in formas: 

quae, com respective (— y vel (— ) unitate minores sint, respective simul 

cum 7]f^ vel T]^ positivis negativisve yaloribus gaudent. Quibus propositionibus 
adiutus, in quibusnam intervallis pro octo diversis de quantitatibus i/a supposi- 
tionibns, yalores quantitalnm a, Xi^ x^^ contineantur concludis. Id quod ex 
hac tabnla desumere licet. 

Casus primus: 

'.«/(sfES;). *=-/e:^:). ^-/e;^). •>— /^^:)' 

a continetnr in intervallo m^ — tn^^ 
a?i - - - - - m^ — fiTj, 

Casus secundus: * 

ubi superiora vel inferiora signa simul eligenda sunt, ita ut differentia 
(l+^i)(l+^2)(l+^s)(l+ife) — (i— ^i)(l — %)(1 — %)(1 — W posHo valore 
induatur; 

a continetur in intervallo m^ .... oo pro superioribus signis, 
a - - - - - — oo...*mi pro inferioribu? signis, 

Xi — — — — — Uti • • • • III2 , 

ar2 — — — — — 013 • • . • IW4* 
Casus tertius: 

a continetur in intervallo m^ . . . . iTtj , 

•Ti - — - — — Uli .... IW25 

Casus quartus: 
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ubi snperiora vel inferiora signa simul ponenda, ita ut differentia: 

positiva Sit; 

a continetur in intervallo nis oo pro snperioribus signis, 

a - - - - - — oo ... . m^ pro inferioribns signis, 

Xi - - - - - nii . . . . tn^^ 

Xi " " — — '— tWs .... Wie • 

Casus quintns: 

%=/(sfE^). v.=y(=^:). %=-/g;es:). n.^i^^^y 

a continetur in intervallo 1112 . . . . 1113 , 

iTi — — — — — III3 .... IW4 ) 
X2 ^ ^ - — — Wlj .... ITIq . 

Casus sextus: 

■..=vet^). *=/G!ES;). "-/G:^:). '.=-/GiE^). 

a continetur in intervallo in« .... nie , 

Xi — — — — — filj • . . • «I4 , 

ir2 "" ~ "" — — »ij .... hiq« 
Casus septimus: 

'.=/e!^). •^=ve;ES;). ^.=-yG;E=-:). ^.=-(^). 

a continetur in intervallo 1112 .... 013 , 
Xi et jTa continentur utmmque in uno trium intervallorum m^ . . . . m2, 013 . ... im«, 
ms— itiq, aut gaudent valoribus imaginarüs coniugatis. 

Casus octavus: 

"Hf^^)' %=ye;^). '^=\/<S^)' '"-iO^)^ 

a continetur in intervallo m^ .. ..m^^ 
Xi - - - - - 1115 • • • • iiy 

^^2 - - - - - H . . . . ITIq. 

Sufficiat casum ultimum acenratius exponere, ubi a ut radix aequationis C^SO^ 
cuius prior terminus pro 2r = iTts negativo, et pro zt=mp positive yalora ia- 
dmtor, in intervallo 1915 .... hiq contineatur necesse est; nee non ort et ^ nt 
ndices aequationis (45.) , cuius prior terminus pro z^=^m^ et«=0i( pöaHlvis 
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valoribus gaudet, neo jmmi pro zx=za valore hoc induilur negativo: 

respective in intervallis 1115 a et n . . . . irg iacent. 

In anlecedenfibus completa continelnr solutio problematis , expressio- 
nem formae: 

c(z — af(z — m^Xz—m,)'\'{z — tii^Xz — tniXz — fihXz — mi), 
quam hie rursns per [6, 5] denotare placet , in formam : 

^e^lXz-x,)\z-x,T 
redigendi. Quinque expressionis fundamentalis formas, quae, simili denotatione 
adhibita, erunl: 

[5,4], [4,3], [3,2], [2,1], [1,6], 
singulas similiter tractare licet, qnippe quae similem redactionem admittnnt. 
Eandeiii verö ope substitutionis : 

ubi qoantitas m respective relationibus: 

w«o>»*^*%, n^>fn^M^^ ««4>^^^»'5, w»3>m>iii2, 

//I2 > »I ^ f/lx 

satisfacit, nee non habetur: p{n — fii)>^0, effici posse patet, quae illas |*e-' 
speclive formas ad formam [6, 5] pro argumento Z revocat. 
Contra formas [b, 4] cum quinque ipsi cognalis: 

[.%3], [4,2], [3,1], [2,6], [1,5] 
atque [0,3] cum duabus [5,2], [4,1], quippe in quibus problemata similia 
reali solutione carent, omiltere placet. Si enim quantitates c el a reales sunt, 

aequatio : 

[fi^ 4] = in intervallis »I3 — 1//4 , vel m^ — Mj , 

el aequatio [6, 3] = () in intervallis »13 — »I4, vel »12 — lits, 

prout valor ipsius c positivus est vel negativus, impari numero radicum realinm 

gaudent. Id quod cum forma (^+l)(Är — Xi)^(« — acj)^ con^uere nequit. Idem 

de formis bis cognatis mutatis mutandis observatur. 

5. 
lam ad partem analyticam harum de integralibus fimctionibusque ilddSran 1^ 
primi ordinis disquisiUonüm transeuntes , ponamus aequationem eiusdem fortnae 
generalem: 

1. C(5r — il)'(ar — me)(« — »5) + (« — »♦)(«— ^ÄsK«—«^)(«—«i) = 
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radices qaatnor yi, y,) l^n ^^^ habere, ita ut aeqoatio valeat identica: 

2. C'(c — ^y (2 — iWß) (e — 1*0 4- (ä — »«) (« — «»$) (« — ««2) (« — "'i) 

= (C+ i)(«-r,)(Ä-r,)(a'- rx)(c- F,\ 

Sint quanlitates «1, «,, jGi, jB,, tales unitates positivae vel negativae, ul ha- 
beantur formulae ex aeqaatione (1.) ortae: 

ubi brevifalis gratia ponilur: 

— (ar — »!,)(« — »Ii)(« — »»3) (« — W»4)(« — «0(« — »».i) = -^2. 

lam seoundutn theorema Abtlianum inter qpialaor quantitates yi, yj? Yi, F,, 
qaas duabus aequationibus algebraicis inter se coniungi patet, plures (jpo8taDl 
aequationes transcendentes. Eas boc loco sequenti methodo evolvere placel. 
Aequatio (2.) bas suppedilat formalag: 

5. (Wo— »i,)(»io-m5)(iM6-»«3)(»»ü-«»4)= (C-f l ) (i«u-yi)(«ii-r2X»»6- YiXmg- Fj), 

6. (w»s-f»i)(i»5-m,Xw5-»i3)(»io-iW4) = (C^- 1 ) (»»s-y,)(ms->-j)(»i5- Fi)(»is- F,), 

7. .C'(f*,— ^f (m,— iii6)(«, — »»5) =(C-j-lXm,-yxX«»-r5)(»»«-i'iX»»»-yi), 
designanle x indices 1, 'i, 3, 4. Eadem aequatione (2.) identica secundnni z 
differentiata , et deinde z=^A posito, formnia (4.) advocata, prodit haec: 

lam vero e logarithmica differenliatione aeqoationum (4.), (5.)? (6.), (2.) 
quanlitatibus C^ Ä, y^^ y^^ Y^^ F,, ut variabilibus assnmtis, formulae (8.) 
ope, prodeunt hae formulae differentiales : 

10. ^ = _^r._-|.^^4._f^:2_4.:j[lV 

14.(7 m^^y,^m^—Y^ ' m,— /, ' «».--T,» 

(s-J)(a— m.)(8— m,){(g— ^)rfC-2C</^| . rfC 

T;(s-^)»(s-»i,)(s_m,)+(»— mj(»-m,)(s-m,)(i-m,) Fpü' ■ 

__ rfr, rfr, «o>, rf^i 



I . ■ ' 



12. 



.0 



•v 



/^« Mickeloi, de fimeiionibuB AbeUanis. 399 

quarum postrema brevitatis grmtia porito: 

in hanc abit 

4o *\ WT j f I W7\ dC dr, dY. dy^ dY^ 

13. ,)|7rf.(arclangü)-j:p. = ____.._ _^ _ _^i- _ __a_ . 
Summa aequationnm (9.) et (13.) per (^_^)(^_i^)(j_^j^(; ^ 
- (*^> «' (*3-^ P«"* (^-m.)(m.-m,)(m.-^)y(; - 

multiplicata , triumque honim prodnctorum additione facta ob aequalionem iden- 
ticam : 

_i I 1 1 ■ < 



^ 1 

emanat haec 46iiiqae famiida: 

2</.arc tan gt/ 

I ^yi I ^ji 

+ >/r(5-rt)(r.r-^)(7.-'»».)0'.-mj"^/C(«-rj{r.--j)<r,~m.)(r,^m^)' 

quae, quataor formolis (3.) adhibitis, integfrationeqne indtünta inde a Valoribus 
respective : 

fjo ^-0 y« y.« vo 

qni simni cum C", ^^^ cohaerenles qaantitatnm 

valores, aequatiOBi (2.) satisfaclenfea sunt, suppeditiit hanc relationem, pro 
quolibet ipsius z yalore comprobatam : 

y? Y? y; ^, ^ 

Utroque lerunno per z" inuki[dio8to\, in evolotione aeciin^iini ieaemdmAeB 
ipsius ar potesUrtei AirtaV «iofiffidentem poteüalis sr^ lOBMre^^eanqat, «i ieri 

38» 
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solet, denotare placet; quo facto habetur altera, reiatio: 

i n r '' e.ydy f''' E,y'dy , f "" 'e^ydy , f'^' E.fdy 

Inde deducis has aequationes: 



16. 



1/ y(/fy) "' 



17 sf^JZ^= 



18. sf'^j^-= '2(arclangyC"-arctangi/C'), 



y" 



/*y ev^ dy ' 

tö. -T/ -^J^^ = (m,+»Wj+»»3+«»4+«»s4-»«o)(arctangvC'' — arctangy'C') 

+ (»»1 + mj 4- «13 -|- «4 - »»5 - «m) :( j^ - ; 1^) 

„ S Ä" VC* A vc\ 

y 

+ 7^^ ("c »«"« ^- - "c tang I7„) " • 

a 

ubi 0y funcüonem rationalem integram ipsius y deqotat , ^afapie, fa^jeyitatis gratia 
formula summatoria : 

22. , ; Sefy = e,fy,^E,fY,r\^€^fY^^E^fYt 

et denotationes : 



1 • ' 



, • I ■ .1 « 






adhibentur. 

lam reetat relaiiones algebraicas inler qnantitatea %^ Fi , y^^ F, , de- 
^erminare. Si< quantHate» Xt et ^2 'üna emn^ aignis ^i 0t;^2' a^ 'datas^ij.atqäiß 
^^tm Fii'it: F,'tiMi eum EiS'Mt^C'^A^x&i^^ 



26. 



13. RieAeUtß de fyftetionibM AbdimiiU* 801 

formniis (2.) et (3.) producis hanc, pro quoKbet ipsius v valore^ 

23. (r. - n) iC (v-A)= '^■V(^y.K«>~rJ _ ^»•(/>y,)(«>-r.) 

unde has deiivas: 

«1 /('^riXr«— »».)(r.— »».)— .«« >'(^r»)(;'i—»».)(/i -»».)' 

' I ■ "■■'.■ I r : . ' ■ , 

I 

qoibos adhibitis, e formplis (5.), (6.)} (7«) fPi^W^ bae. prodennt : 

' ^ ^ . . («5— ri)(»».— r*) 



fe 



*» y l^-^« • (St^T:) I i (m. -m,H« . -m,) 



|:(«,-F,)(»»-r») 

in quibns loco qaaQtjtatum y^, )^2t ^d )^2, eti^ valores initiales y^, y\^ 
Y\ , Y\ sobstitnere licet. Ad compntationem signorum Ei et Ei adhibeantur 
fonnnlae ex (3.) et (23.]| aponte prodeanto^: 

* ri-r. kri— "».)(yi— ««.) ir.— »».Kr»— »»»))' 

' ri— r«' 'Uri— »».)(ri— »».) (ri—»»».)(r •—»»»*)'■ 

AdOciatur vero adbnc alla exprässiö fimotiöiils ■^C{v — Ä) e 'formniis (5.) 
et (7.) deducta, omnesque quatuor qiuatiiaties Xi» XV« ^m ^ oontinenis. Inde 
enim, si p; et il qnilibet nameromm 1, .2, 3, 4 sunt, per «^'^ et «^'^ positive 
vel negativa denotatur npitfs, atque. b^eyitatis gratia ppnitnr: '. 

/« = (ar — m^) (« — »»i) (« — «ij) (ar — m,) , 

I • • . ' ■ I . ' ■ ' I » 

prodeunt formulae: 

,^c(,.-^)^vV(^y( (...-.°r:.-»., )' 



27. 



■Ür 
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nee non inde haec: 

28. ^CXv — A) 

r V/Im-/ V(w.— m,)(m.— m,)' mn—mi » •(iw.--m2)(m.- 



Pro casu ftmdamentali hie eum assaniere plaeet, ubi quantitates yi et y^ 
respeetive in intervallis m^. . . .tih. et m^ . . . .m^ eontinentur. Quo posito 
aeqaatio (2.) doeet ipsnm C positive valore gaudere, qoippe quod si esset ne- 
gativam , prior eiusdem aequationis terminus pro sr = yi , evaneseere non posset. 

Hine Sequilar quantitatem l^i in intervallo itii 1112 , et quantitateni F2 in intern 

vallo I9t3 1/I4 eontineri. Deinde palel, si quantitas A in intervallo liii nh 

iaeet, sive si habetur aeqnatio: ^*^^>=: — 1, fore: ^i=— IS^, e2 = JEi, 
eodem modo , si habetur: ä^^ e^*> = — l , fore : e^ = l?i , d^ =« — ^^^ 
Contra si quantitas A nee in intervallo nii . . . . ^ , nee in intervallo »b . . . . m« 
continetur, sive si habetur ^*^«('^ä=i., e^)«(*)=i eril: ^i = jBi, «3 = ^2. 
Inverse e slgnis ^1 , fc , JEi , Ä^ , signa «^*^, «^^, €^\ €^^, determinari possnnt. 

Deinde denotatis minor! qüantitafum yi et K^ per t;», 

maiori ---.--- per f^, 

minori quantitatum y^ et 1^2 per v^^ 

maiori - - - - . - per 173, ' 
nee non signis e^^ E^^ e^^ E^ iis ' eorrespondenllbus per: ' 

habetur hoe lemma: 

„Si quatuor radiees t^u^ ^^^n ^29 t^a aequationis: 

29. C(»— Jf («— »OC«^— «O +(3^— i»i)(«^— wa)(«— «»3) («—»»4) ?= <>i. 
ex ordine scripta« talea soit, ot diflidraitiae : 

positivis valoribus gandeant, aequationis ehwdem formae: 

30. C\z—A)^{z—n^{z—m^)-\-{z—m;){z—my){z—m2){z—mt) = 

radiees quatuor t;^, v\^ v\^ v\^ si O^ quantitas positiva ipso C minor est, 
tales erunt , ut differentiae : 

et ipsae poaitiTae aint.*' ■ '\ . \ ' ^ 



.5^ 
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Demonstratio. Aequationis prior terminiis: 

pro 2^ = mi posilivo valore, 
z=^v^ negativo valore, 
z=^Vi negativo valore, 
z = m2 positivo valore^ 
ST = Uta positivo valore, 
z = Vz negativo valore, 
z = Vi negativo valore, 
z = mi positivo valore 
gaudet, unde sequitur q. e. d. 
Adiicere placet, posito: 

Uz = iZ — V^y)(Z — V^){Z — V2){Z—Uj), 

n,z = {f^-vl)(.z—v\){^z-v\){z-v\), 
pro quoübet ipsins C^ valore positivo, ipsam C band snperante, 

quantitates: ni{vl) et /7J(t;^) negativas et 
qnanlitates: /TJC^?) ^t ^K^J) positivas eB»e. 
Inde deducitur hoc theorema: 

,,Quantitate C" a nihilo, usque ad valorem Ctalem, ut radices aequationis: 

C(ar— i4)^(«— «^)(« — if^) + («— W4)(«— «3)(«— 1»2)(« — «i) = 0, 
ug, Vx^ in intervallo i7t| . . . . »i2, atqne Vx et i;, in Intervalle 1/I3 . . • . m« iaceaat, 

continuo crescente, simul radices aequationis: 

C*X«— ^)'(a^— »^i)(« — '^8) + («— «»4)(« — wi,)(«— iiia)(« — w,) = 0, 

ab Oll nsque ad v^ crescendo, 

ab 1912 - - t^i decrescendo, 

ab m, - - V2 crescendo, 

ab 1914 - - v^ decrescendo, 

continuo progrediuntur/' 

Demonstratio. Ipso C^ ut variabili, et z loco radids aequationis (30.) 

assumtis babetur per differentiationem : 

. -^T — ^ "^ M«"-^)•(«-m.)(»-mJ• 
Iam igitur, ex antecedentibus sequitur, valores ipsorum: 

rft/J' dvl 
positives finitos, nee non ipsorum: 

rfvt ' dv\ 



^; 



« 
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negativos finitos manere, quoad quantitas positiva C a qnantiiate C^ band su- 
peretur. Unde sequilur q. e. d. 

Quia expressiones quatuor: 

rfO dC^ dC^ dC^ 

dvi ' rfv; » rfi^ ' rfv; ' 

dum quanlitates O^ a nihilo usqiie ad C pergit, Signum non mutant, et hanc 
ob rem, nee evanescere possnnt, nee in infinitum abire, valor C talis sit necesse 
est, ut ab omnibus expressionis : 

~ {z—Ay{z—m^){z—fn^) 
maximis et minimis positivis superetur, si quantitas ^ constantem valorem 
obtinet. At adeo, nihil impedit, quo minus, eadem quantitate simul cum C 
apte se Variante, considerationes antecedente« de radicnm quatuor continuitate 
valeant. Assumantur enim hunc ad finem quanlifatid yariabitis €^ ytiötes su- 
premi , ipsi yariabiles et ita decrescentes , ut superent nuHmn maximomm mini- 
morumve positivorum, quae functio: 

(s— mj(z— m,)(;s — ma)(g— m,) 

pro singulo quoque ipsius A yalore, iiiter duos eiüsdem Otoites iaöente, asse- 
qtritur. Adiieiendum est generaiiter signä* if,;, «i, 62, «i, qtftotItatibüS continao 
progredienlibus i^J, t;,, t^J, t^J, löhnefeV nisi qnantitäs Ä per valorem nBnni 
harum radicum permigrat. Id quod e fornralis (3.) sponte prodit, nee nisi pro 
C = () sive pro t;; = iiii, t;«==m2, t;; = ipÜ3, t;; = »i4, fieri potest- — 

Quae cum ita sint, in aequationibus (16.), (17.) 9 (18.)^ (1^0^ (20), 
(21.) inferiores integraliym limites apte commutari possunt cum ipsis: mi, m,, 
fih^ ut«, unde emanent liae aequaüones: 

mi "*/ ifij • ■ • m^ ■ \ • 



fW| •■'<.■ ■ »".J ■■.'»:.■'' f :; !|'W%*)'rlJi". '* il ■: • .fit 

^ t ■ * 




Fm 
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l, ('-y)^^M'^% • io^}^i'4rytJ-rr('fr^yM4j')-7^^ ^m^y)'my)-. 

ubi secundum formalam (28.) exprjQBsio }^C06:— ^4)'det^rininatur aequatione: 
Ad formtilas in ärticnlö jirabbedcülti d^^tay''in'ftini^öni9S, qitas Vobfltnt; 

in quos ob earundem functionnm periodicitatem cet^ro^ revocare licet. Quo posito 
habentnr aequationes: . ^ ... 

1^ = ^^) = e, =^ f ;:,; ^ ^ ^> =^^^ ^, ^, e, . 

Adiicere piacet, dups priores ftfisus articuli (4.) ip |w snppositionibns modo 
propositis ipsos conlineri^ ita ut in priori iliorum casüum poni possit: 

.-. ■ c ' >^ - y.^ :-■ *li- 4-*- ■ ■■■■• - r U2k— i_ I .■ ■ i?. 'i^-- V W.'.i 

alque in posteriori, pföut atiperiora ^ei infcfriora -Signa ibi ^Val*iiti^ • • - ' "^ 

Signa enim 

quibus Signa': " ' '* ^ * ^^ 

aeqnalia^Nsnnt^.oo.ngrauntneapeeliye qnm signis Jpi^oriim: .... 

id quod in art. 4. demoiutravirnns, Qiae, .ci|«i JfQ ^nf v ?inanant haec dno 
Iheoremata. 





v'i r .. „j .. ,.,. 


' l - 


1 ft 

» : 




*\- i 


... 1 . . .. 


' 'Theoriema L \ 


1 


- ^\\\,i :.i'i . 


i 
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njoady_jLniil^ = 211. 
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306 tS, Riekeloi, de ftmetioHÜtu MOiauU. 

„ubi a et a* qoantitates oonstantes quaelibet nnt, limites saperiores v„ et t;, 
„ conriderutor at fimcfiones arg^nmentoram « et u", et brcMtaiÜs gratia haec 
„denotatio adhibetur 

„ipso h qaemlibet nniaeronim 1, 2, 3, 4^ 5^ 6 denotante^ nee non ponitor: 

Ml ms 



I« transeunt 



,^«bi a-^eta qaantitates conslaiitM qaadibet, «t^y 
j^Vti$gn ealy si deind/o furgumenta ti et u\ pro t;u = 
,,in valores M et Üf^ ita at habeantur aequationes: 



r^^^r^^ = ^^' 



< • . > 



y •(//j') "y y(4y) 

Ml M) 

„hae formulae nemorabfles habentor, ex antecedenUbus sponte prodeuntes: 
l^ (%«') . K (M-u, M'-u') (iiib--«iX«»b— «»t)(w6— "•j)(»«6— »I«) 

""*"«r V»»,-*.)*A.(«,«')i.(iirf-«.JM'-»o^t*"y V «.-«». in.-ü^r"^^*'V (».--».)(m.-:5ö"/^ 

,,abi ponitiur: 

»r\ (m,-«,)(«i,-i»,) ^ "} 



J...I I 



.f^ 



.-J' 



J5. RiektUit de f^tHelioiuhtt AbOiaou. 807 

Tk«orema II. 
„lisdem denotationibns adhibitis, nee non brevilatis gralia posilo} 

y-= K/ei^)] [«+*.»'€:^)]l«+'.y(S5i)] l^i(^)i 

„obi Signa ^, «2 conditioni VC0^V(— 1) salisfaciool : babentur relationes 
,, memorabiles : 



: M(4^»l«')] = : («»•~«»>)v[v(+«./SjE5f))] 
:l :y[V(l)+V(-l)], 



— nrrtfttnr ^t(«»»«-*»t)(»6-'»»)('»«— «»t)(»*«~«»«)1 V(l)— V>(--1) 

— ^^^ *™^ (»,~«i.)> : — • 2 ' 

„ubi ponitnr: 

Ceteros casus %i 4. simlllter ad formulas in articnlo praecedenti expo- 
sitas, qoamquam in promptn est, alio tarnen loco nna cum simiB interpretaUöne 
analytica applieare veUmiia. -^ 

Si in ntroque theoremate antecedente loco qoantitatnm n» af, af' poni- 
tnr ^916 9 alqne loco fnnctionis '#(«) vel y«o (a — «) ^i («) 9 vel ?lv^^r{z\ 
ubi ^i(«} et ^2(a^} ipsins z functiones rationales integrae sunt, illa ordinis 
tertii, haec ordinis secundi, pro valore ipsins me in infinitnm abennte, haec 

39» 






de tribus fünctionum Abelianärum' prinii' ordinis generibus theoremata 



emanant. ■ ■ . ':«:'..: 



,^&i denotatio hitrodutoUar lAiec: ' 



■ I ; 









.^ . ,,. M^U^ . ^_ J .,. *»V, 









..atque limites v«,? t^2 1 cOlisiderahlur -ut ftin^tioiiM argnmentoniii-- «/n' tates, ut 
,,gonerauter ponatur: 

I <!»;•- <^,:J (:if ^.r- ifc> ^ .^(11, 1«'):. 

■■■■■•• ^ 



„ubi per x quilibet numerornm l, !?,'.... 5, et per 0i(y), *2(>0 funclio- 
,,nes iDtegrae rationales iUa ^rtii| haec sec^iidi ordinis designantur, habentur 
,, aequaliones : . 

^5 (tl, II') ^5 {M—U, M'—U') = (Ws— l»i) (>»6— ma) («I5— awa) («ts— 1»4) , 

,.abi ,qnantilate& Ja, M, vz delerminantui; aequalionibas : 

•»n'Hrt:!'''iij":'',ii. ü; !'!•■ iiüi» üfti icxil li-i;.?-;! •ui.: .-.•< n 1 '1 • :■ f.: i-iüiUi." .- .••• : 
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Theorema'lVi' ■ 
„lisdem denotationibus adbibUis, nee noo brevitatis gratis posito: 

„ubi Signa «o, Cj conditioni 

■ ■"■■ ' va)>V(-iT ■■" ■• •■' '■■ 



„salisfaciunt, valores ftinctionnni A(viV)V äC*»«')» A*f»«')? pro «= i^iW, 
„u'=^M' dantnr bis formnlis:" '- '- 

^s (v ^> i ^') = y{(»»s — »»i) («»5 — mt) (i»5 — «ij) (»»r, — OT4)} , 

• . . Mi^tf»*«') =»•ivC««1((»•5•^«i.)D♦■• 



."1: • 



„ ubi. ponitur : 






„ita nt exempli gratia, si qaantitas s ttiiaBtitateaifNs sapenlt^ii habeätnr: 



_ s— m, / tp «0 



) . ■-.:. . . : 



t 

In seguiQiitibus easdom di3q|uisi)ioiies 46. mtegralibus at^ue ; (unpüoiuhus 
Äbeüanh generalis cuiuslibet ordinis institutnri, rursus initiom. faccire v-eUintls 
a problematis algebraici solutione. . (^aod . problema generale hoc est: 

Si qnantitates datae m^, m^^ '-. ...' tit2«4A tales snni, ut differentiae m^ — //i|. 
WI3 — mi,' ... . f/i2,+!i^-*-*^2n+n ipoMttirlS'välortbus gisrttdeant ,' * ^Ahlilates 
Cf a, (iiyJhr • 5-. 4rn-2,:ita fflint, deteri(»iiafl4ae,.4it.expressio: 

J. e(z.— afiz—aif... . (« — a^2)'.(ar — iii^a.,)(« — im,,.h) 

.1 ■ >' ■ ..-.1 >'.!■• .';;i ■■'•' ■ tr. ■ , i-\ ü. .1 .rj' 1 ■n 



310 i^* Eichelot, de fundionibus Abelianii. 

functionis integrae determinandae 

2. y(t+c)(« — a?)(«r~d?j)(«— j?J....(«f— a?^.^), 
qaadratnm fiat. 
Qood ad solvendum brevitatis gratia introducantur signa haec: 

q{z) = (z-a)(z—a,) .... (ä— fl„«a)/ 

y(«) = (Z—X){Z — X2).*.. {Z—X2n^2)^ 

ita ut habeator aeqnatio identica: 

In caius utroqae termino earundem ipsius z potestatnm cofifficienles oomparando, 
3n prodeunt aequationes inter 2n quantitates: 

Unde docemur problema propoBitmn esse determinatum. Et adeo facillime de- 

monslralur, quantitafem ■■ ' ■ aeqne acomnes faBctionum €p{z) eiQ{z) codffi- 

cientes per radicem aequattenis 2^*"^ ti gradus rationaliter exprimi, cuius Goöffi- 
cientes functiones rationales qaantitatnm iHi, titj, .... isw2n+2 sunt; ita ut quantitates 
a, ai , . . . . a^2 radices aequationis simili natura gaudentis (n— I )!2^^^ti gradus, et 
quantitates xr, :r,, .... Xf,,^ radlees fiant aequationis sdmilis it.3*^Mi gradus. 

Ninnrum in aeqntione (4) pomto zsssm/^^ ubi h quemlibet denotat nu- 
merorum 1, 3, .... Qn, prodeunt 2n aequationes formae: 

5. (w2„+2—mA)(iW2„+i—iWA)Cp(«»A))^ — (^)Cy («•*))' = » 

unde ceteras 3ii— 1 cofifBcientes ralionaBter exprimere licet per --^. Ex 
3n aequationibus vero, ex aequationibus (5.) emanantibus , formae: 

sive per eliminationem , sen potius ndvocito tbeoremate netissiino iDustrissimi 
Cauchjf, quo functio: 

C ) Q{Z) 

ex 2» ipsius yaloribus, pro totidem ipaius z valoribus, determinatur, et quaii- 

titatis ^{~^ «t ceterarum 3ii— 1 coöffidentium expressiones, 2n radicaÜa 

14-c 
involventes, prodeunt. lam ipsius --^ expressio inde deducta, radicalium signa 



y(- 
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quomodocunque asranendo, notiiuid ?*^^vaIore8 diversot imbiws, aaqpMitioBiB 
2^**Mi grados radix est, cuius aeqnationis cofifficieates radicalia non inToIynnt. 

Simili natura ceterae coSfBdentes gandent, et adeo, quippe qnae rationaliter 

1+c 
per ~^ exprimiuitiir, üt fnnctlonea rationales radids eioadem illivs aequtioiiis 

S^^Mi gradus determinantur. 

Solotione problematis propositi, quae ex antecedentibus dedudlur, for- 
nralas perlongas atque impeditas suppeditante, e qaibus de ipsius natura iudi- 
dum repeti nequit, eas in alias elegantiores transmiitare ittvat, qnas seqaeati 
brevi methodo adipisdmur. 

Denotationibtts : 

= tr« ' = 17. 4 

introdoctis, pro qaolibet quantitatis y valore fonitalae babentnr: 

o. «"^y = i — 4 ' ^ 

9. fnh—y =? 



» ■ ■ *< »^ 



nl-i 



10. 1-«? = "»»»+'-*^' . 

Ibi loco ipsias y qaantitaleoi a et omnes qnantitates m sobstitoendo, fiiiicüo- 
nes (f{»), <pi») et aeqnaUo (4.) in hu formas transmutantar: 

11. if(z) = 
\{fihH+i-«)v*—(mtn+i-a)\{(mu+i-a,)v*—(mtn+t-at)\^{(mu-ta-mm^)v*-{m9H+i^ 

12. y(«) = 

(v»-l)- ' 

, 13. F»+(/("W»ÖV(»')¥'(~v) = IP, 

abi brevltatis gratia ponitor: 



3f2 i8%s MicAeloi, ihfunttiomiHs Abetiwu$4 

HiBO' fiffile cofttfaidilw foniAones. 1^^^ F lH8:ifonnis:gMMla*e: 

QMtttite cotttIBawi «1^' «imiü;^ atqqe: iif«loribu9;^!(ff»w4^),, (i (»itn4*)i 

?(»>*) 9 y(^2n+2)9 y(»i2n^.i), y(i»A) delerminatur ppjnendo in ulro^^ 
larum (11.) termino: 

I ■•■.» •■■ < ■lM# ...'• / -.,.1 .ilt'«4. i.i.iil-. 'il .■> 

. V =F= I4' .f=oo,...t;= — ,.. tr=irii. 

fn^tf'iöiriin-^lpioddtiiit'ifomMl'eti' :^ .•.•;■.!'!•■..■;•. • ;••.;.■• -in;- 



'•'•. •■i!i('.'ii"i,! i /■• T 



16 ^/c = ^ v,(l)-v/(-l) 

17. v(i+c>^^: ;2W+>v>(-^ : . 

18. o(m,W4;^Y^''^l- '^ « T^^T^ 

^V -211+2/ ^^ m2n+2—m2n+l ' 






19. (p(nhn+i)= 7(rp) 






( t : « ■ V • ..*i 



20. ,(«.«) = (_ir''!^.i^'^^ ji + 1 +....+ J.J , 



21. y(«i»»+i)= (— l)"j7^^jj;j??i%f.v»?a«r ■•" 



• ;. iMü 



23. ^(«.) = (-,)-j^v^^C^C^(,.,). 

Fonnulae (16.) et (17.), adTocata'foitarala/(10.), snppeditanl hunc ipsius «* 
vaiorem : .-. . . ', i 

nee non formala (170 docet, quia qaantilaies ijf? anitate minores smit, ipsum e, 
esse positivom; qniVas edOiBilis 'hae d^ntqae^'ediinianC formiriae elegantes, ad 
determinationem ipsius e atque functionnm qz et ^V uUlfs^ii'"'- ':!i'!i'')'i<- >• '' 

;,24. ■ • »1 ' '•• = ycA*»^,^^))^ ■'•' '^^ i" I »V.-. «Ns^i ■! 

25' '%'' - '' V(^r'^+^)) VW-V(-l) '.: 



■-.» . •' 
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30. (pinh„^,)= 2. ^^^^^^(_^^ , 

32. <p(fn,) =(_l)'.^g^^^v'(iM). 

lam formulas (29.) et (32.} ex aeqnatioiie (4.) adhuc alio modo dedncere 
plaoet, niminim systema pecoliare aequationuin linearium resolvendo. Aeqii^tio 
enim (6.) inde deducta, denolatione (7.) adhibila, in bano abit: 

33. e(«»A) = + l/(i±^) . , ^^"^^ , , 

ubi radicalium rij^ Signa talia assumantur, ut pro omnibus ipsius k yaloribns 
aut superius aut inferius Signum yaleat. 

Sint n qaantltates e numero 2n qnantitatnm 

Uli, 11125 • • • • ^tl2^^ 

ex arbitrio electae: 
ceteraeque: 

atque denotentur generaliter expressiones : 

+ y^( ^^i~M et + i/(?!^?ülii£t) , 

— r \m2n+2— **/ — r Vmaii+2 — Ci/' 

pe//9« et ^2 9 ^i numerorum 1, 2, .... n quiUbet designaator per 9c et L 
lam si in aequationibus identids: 

ubi ponitur: 

35. F(«) = («-*0(«~ *») . • • . («-*-)» 
substituitur, z=^Ci^ formolae (33.) ope prodennt aeqnationes: 

Cr«ne*s Journal f. t. M. M. XXIX« Heft 4. 40 
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vjci) jv^Zi »*g>-f2— gl jKM 1 

quarum differentia, formula (10.) et sequentibus, quae inde derivanlur 

m2n+2— ftx 1 — yj' <?i— *« Ä— yj ' 

adhibitis, suppeditatur haec aequatio , pro A=l, l^^'2^ l=n yalens : 

Quae cum ita sint, posito generaliter brevitatis gratia: 

Oft ^ ^ y (ftx) 

*^' "^^ (m2n+2-6x)F(*x)' 

di^teitminatiöniem ipsius ^ft« r^ucttim inrenis ad resolotionem huitä afequatio- 
num linearium systemälis: 

,1 .1 ,1 

^^yi+/»i '^y.+/»t '^'-"^ yi+/»r^'*' 



'n 



Quae hoc modo institoitur. E systemate ipso sponte prodil expressionem : 

,1 ,1 , 1 ' 



A 



evanescere, pro: z=^yi^ «r= ^2? •••• ^= T'n^ atque in infinitum 

abire , pro : «r = —ß^ , ar = — /?2 , « = — /?„ , unde concludis ipsam 

identicam esse eam expresdiioiie : 

Utraque ipsius forma in iractioned simplices genuinas dissoluta , numeratores 
denominatoris ^-f /^» comparando nanciscimur fonnulam: 

»« 

Ar(A<+y t)(/>>-f yi) "•'(fim-hr" ) 



,■ ■; . • J 
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quae numeratore denominatoreqoe per: 

multiplicalis , denotationeqae 

;f («) = (a:_/9J)(ar-/9J). . . .(«~/9J), 

V(«) = («+Ä)(«+A)----(«+/?-)(«+yi)(«+y2).... («+/,), 

adhibita in hanc abit : 

Si loco ipsius x hie ponitnr ex'ordine: 1, 2, n, atque expressiones inde 

prodeuirtes inter se et cam nnitate additione conionguntar, habetur haec formnla: 

lam yero expressione: 

1 v^(g)-l-v>(-*) 

in fractiones simplices resoluta, ac deinde posito sr = l, patet fore: 

qua aequatione cam formnlis (38.) et (39«) coUata, emanat valor ipsinsi« quaesitus : 

40 z = -— ^ÜL_ flßA -i_ 

*"• ''" . V'(1)+V(-1)'Z'0»JI)*1-/S5 

Inde, revocato ipsius «, valore (36.), ope fonnnlae e (10.) derivatae: 

deducitur valor ipsius 9>6. cum ipso (32.) coogruens 

41. y(*,) = (-i)-^^5lv'(Ä). • 
lam e formulis (33.) et (36.) sequitur haec: 

42. ^=±/(l±5).t. 
quae in aequatione identica: 

introducta, formula (40.) advocata, hanc snppeditat: 

40* 



' ' • 
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Expressione vero hac: 



in fracliones simplices resolute, positoque z=ly prodit aequatio ideotica: 

V/(l)-t//(-l) _ 4., VKM 1 

cuius ope formula (43.) ia hanc abit: 

Ifone^iok rem, si ndicalia ßiy ßi^ •••• Z?«, ^197*2^ **•• A q^ft^ <^w» radi^ 

calibus 1^1, 1/2 9 ^i» congruunt, talia sunt, ul differentia i//(l) — xp{ — l) 

positivo valore gaudeat^ in aequationibus (44.) et (33.) itferius Signum eUgen- 
dum est, unde emanant formulae cum ipsis (25.), (26.) et (ä&.) eongraentea. 

Quia ad functionis ^(«) determinationem n, functionis (p(z) autem it-f 1 
ipsarum yalores pro datis ipsius z valoribus sufficiunt, e systemate formula- 
rum (27.), .... (32.) permultas harum functioiium formas componere licet. 
Quarum nonnisi principales hie proponere plac^. 

£ foruiulis (11.)^ (120^ (14.), (15.) ^onte prodeuoil b«e fonnae: 

ß/^x _ .fi * t//(i;)— i/;(-~i;) 



1 • . 



yC«) =- "' V(«)+1P(-»^ 



• ■ 1 ■ • 



quae ope formularum (7.), (24.), (25.)) (22.) in has abeunt: 

45. q{z) = 

46. y(«) == 

v>(it-hK-t) ' f ^'^+' "~*^" "^ ("«».+1—«)"'' (»»2.+»— «) c, 4- . . . . -f («»,„+j — «)" a,}» 

ubi uniones, biniones, terniones etc. elementorum: 

Vl^ ^2 9 • • • • ^2n 9 

sine repetitione respective denotanfnr per: 

Deinde ex aequatiopibus identid> (d4.)^ formuli?^; (29.) iat (32.) adbibitis has 
eanmdem fonctionuin formas derfraianis: ' 



l 
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Qaibus collalis patet quantitates a, üi^ 02^ .... ^1,-2 dari ut radices aequatio- 
nis (n — 1 )ti gradus hac forma indutae : 

^ ( r lll2n+2 — S) ^ t r m2n+2— 2J 

dive etiam hac: 

nee non quantitates XyX2^.... x^n-^ ut radices aequationis itti gradns, quae hac forma : 

sive hac: 

gaudet. 

7. 
lam transeamus ad naturam radicum: 

propius investigandam. Primum ex 2ii aequaüonibas formae (6.) statim con* 
cluditur, et ipsum c et functionum if{z) et xp{z) codfBdentes omnes reales 
esse, quippe quod etiam formulis (45.) .et (46.) comprobatttr. Haue ob cau- 
sam nulla radicam a^ iii, ^»-29 imaginaria esse potest, nisi alteram secum 

fert sibi coniugatam ; eademqoe natura gaudebunl radices: x, X2^ ...• ^'2ii-.2- 
Formula (26.) vero docel quantitalem c adeo esse positivam^ id quod 
etiam directe ex aequationibus formae (6.) conduditur. Quam ob causam, nee 
Ulla radicum: 

in ullo intervallorum : 

— CC • • . • Wli , llfj • • . • lilj , Ifl^ • . • • I7I5 , • • • • fi^2n • • • • ''''211+1 9 ^^n-^'l . • . . (i ^ 

continetur, quippe in quorum Intervalloram aBqüo versante z, aequatjonis (4.) 
prior terminus positive yalore gaudet, hancqtae ob causam evanesceife neqnit; 
nee uUa quanütatum : i 
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in uUo reliquoram intervallorum : 

fllj[ • • • • W%2 9 t^ • • • • 1114 ^ • • • t ^2n4>l • • * * ^2n-\-2 9 

lacebit; in eiusmodi enim loco versante z, prior aeqoalionis (4.) p^s negativo, 
posterior positivo yalore indueretur, id quod absurdum est. 
Radicalia deinde: 



• • • • 



Vi 



ob formulam (^6.), conditioni: 

satisfaciant necesse est, unde sequitur, tantum 2^""'^ systemala diversa sigtiomm 
horum radicalium assumi posse, totidemque inde prodire et quantitatis e et 
functionum q(z)^ (p{z) expressiones diversas, de quibus in articulo praece- 

denti sermo fuit. — Formulae denique ("^7.) , . . • . (32.) , quia fracüo ^— ) , 

si habetur x<il, unitatem haud aequat, docent expressiones binas: 

(>(W»2n+2) atqUe 171 -f ^2 + +^2« 9 

(— iy-xm2«+i) - - ^i^* • • • • ^2« 1^ + ^ + • • • • + ^! ' 



49. 



50. 



1^1% 



• ■ • • 



^2n— 1 



(— i)""X»ii2,_i) — nin-i — n^-i -, 



- - ViVi 



• • • • 



Vih-i 



(-ir'(»(«i«) 



(~ir^(»(«») 

V(-ir»e(m,) 



(-1 
(-1 
(-1 
(-1 

(-1 
(-1 

(-1 
i (-1 



'<p(«h„+i) - - 

X»»2«) 

X»»2«_l) - - 

• ••••• 

• • • . • , • 

'y(«i,) - - 
<p(mO 



Vi^ 




Vii 


1 1 


t 




^1^2.. 


• • ^2» 9 


^X^2 • • 


• • T?2ii 9 


r]if]2 . . 


. . ^2ii— 2 9 


171 172.. 


. . ^2»-a9 


171%. . 


. . ^;^fc-29 


^1^2 . . 


• 'V^^j 


Vi ^2') 




1, 





1: 



• ■ 



■ i.:; 



I . ! 



■:' 1 



t- '. • 



■iif:-, 



. :' 



*• 
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simnl positive vel negativo valore gaiHlere. Inde dudmur ad hanc diskribulio- 
nem 2^~^ casuum, quonun supra mentionem fecimns; nimirum si valores pro- 
ductornm singaloram 

51. VlV2^ VzV*^ • • • V V2n^l'>hn') 

quomodocunque vbl positivi vel negaiivi assumiintair , inde 2" casus diversi pro- 
deunt; si deinde in his singulis oasibus signa valorum prodnctorum: 

52. ViVi'i ^1%^ .... 171^2/,-! 
quomodocnnque assumunlur, pro singolis T^^ supposiüones emanant. 
* ^ E numero 3" caraum tales sec^nere plaoet, in quibus n^dices 

non modo «an/i^ reales sunt, sed iadhuc singulae in aingalis n horum fi-f-l 
interyallorum : 

04. Xrl^ • • • • III2 , «itj • « • • ^114 • • • . . ^^^^n-f-l • • • ■ ^2i«4-2 *i 

continentur, qui casus numero n-f 1 e serie (öO.) facile desumuntur. Pro- 
ducta enim seriei (51.) vel omnia negatives valores habent, in quo casu primo 
radices (53.) singulae continentur in singulis n primis intervallorum (54.}; vel 
omnia uno excepto negativis valoribus gaudent, unde n reliqui casus prodeunt 
tales, ut, generaliter in xto casu, ubi productum tj^^^^ri^^^^ iU^d unum positi- 
vum est, radices (53.) aingulae in n intervallis (54.), intervallo nh^^i • • • • ^i^h»^ 
excepto, contineantur. Adiiciatur in casu primo quanlitatum a> tfi , ^2 , • • • - a^-i 
numerum parem vel imparem contineri in quocunque intervallo 

W2Ä • •• • **2A+19 

prent productum ^^-4^3^4.1 negativo vel positive valore gaudeat, idemque fieri 
in casu xto, excepto intervallo 9i'2jr-2 • • • • ^2«.! 9 in quo par vel impar numerus 
earundem quantitatum iacebit prent productum: 

positive vel negative valore gaudebit. 

Maiori tamen attentione digna videtur regula simplex, secundvm quam 
iudicare licet de signis quantitatum: 

()(f#ll), pClWa), .... ()(W2A-l) ?(«»2n-l)9 

qnae cum signis ipsarum: 

^(m,), pCmO, .... (f{m^) (>(»ia„), 

convenire, e serie (49.), nee non cum signis quantitatnni : 

(>(a?), Q{X2)^ .... ^(ar2Ä-2) 9{^ln^2)'i 

ex consideraHonibus kuius articuli sponte patet. Quam regulam inisequentibus 
adbibebimos. Nlmirmi ex- Mdcnn serie {400 cenclodere < Itoei^ signa fllamm 
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qnantitaluiii in primo caro oongraere cum signis quanütabun : 

in secundo casu, cum signis quantitatum : 

in tertio casu cum signis quantitatum: 

{^ir'%, (-ir-^%, (-ir'^5, .... (-ir-^-^-'^^A^t, .... -v^n^i, 

nee non generaliter in ;rto casu signa binarum quantitatum: 

inter se congruere, aeque ac signa quantitatum binarom: ^.'* 

ubi litter« x designatnr numerus quilibet integer unitate maior, numeran f^^t 
band superans, atque per h quilibet numerorum: .^ 

'i^ 1^ -^^ •••• 3t -«^ ^ ^ 
nee non per H quilibet numerorum : 

0, 1, 2, (n-^x) 

denotatur. 

Haee de natura radicum duplicium aequationis formale: 

atque de quantitatibus c, a, a^^ a„.2 attulisse sufficiat. Qm forma bi^*- 

vitatis gratia denotata per: 

similique denotatione, si in priori aequationis termino faetores {z — m2;,+2) atque 
{z — m^n^i) cum aliis duobus quibuslibet e numero 2ii footoruni: 

(ar — ifti), (55— ifij), .... (tf — ni2n)'i 
eommutantur, adhibita, (2ii4-l) formas: 

(2n+l,2ii) = 0, (2n,2ii— 1) = 0, .... (2, l) = 0, (l,2n-f 2) = 0, 
quae et ipsae similibus suppositionibus ad n reales radices dti]|rtie6ä dücunt, ope 
substitutionis : 

ubi quantitas m respeetive eonditionibus : 

W>2»i+2 > ^ ^ '''äiH-X ^ »ta/i4.l!>«»^IW2„+2 9 . • . • tUg > m > fWi , 

satisfaeit, nee non habetur: 

p{n^m) > 0, 
ad iilam formam <2ii-|-2, 2ii-f 1) = 0, pro argümento Z revoaamlkot« Ce<* 
terarm veto omnium fotmarwi natoraiti mdagare hto om plMet, qiipp^.flt« 



iS. Riehelot, de funetiotMue AbeUams. 321 

realem problemätis idgebraici solutionem hand admittunt. Fadle enim demonatra* 
tur, has formas , pro reaUbas ipsiua c et codf&cientium funclionis p (z) valoribua, 
radidbus binis inter se aequalibus neutiquam gaudere posse. 

8. 
Problemätis algebraid solutio in anteeedentibas exposita ut adhibeator 
in theoria integralium AbeUanorum (n — l)ti ordinis, generaliores qaasdam de 
bis integralibus, quas adhuc pro theorematis Abeliani applicationibns habere licet, 
propositiones hie peculiari methodo dedaeere velimua ex aeqoatione identica : 

55. C(P(ar)y (3r-m,,^,)(«^-«»^-+i)+A«) = (1+ C)n{z)n(z), 
ubi ponitur: 

(z—mi)(z — nh) (z — m^n) = f{z), 

gg ^ {z — A^){z — A^) {z—A^^ = P(«), 

(«— yi)(«^— r») — {^—Yn) = n{z), 

{z-Y,)(f^-Y^)....{z-Y^) =n{z), 
ita ut quantitates : 

radices sint aequationis 2itti gradus: 

58. CiP{z)y {z - m^,^^){z - iii,.+i) -f f{z) = 0. 
Deinde per Signa 

tales positivae vel negativae denotentur miilates ut , littera v desigoante quem- 
Übet numerorum 1, 2, .... n, generales habeantur formulae: 

jcr(Y^ ^^^^^-^ 

ubi brevitatis gralia ponitur: 

^Z = — («r — «ii)(Är — «ii).. .. (« — »»a«+a)- 

Ex aequatione (55.) tria placet derivare systemata formularum. Primum enim 
ibi posito: ar = J^, « = 1112^^2, 2: = m2„^i, ubi littera V quemlibet numero- 
rum 1, 2, 11—1 denotat, prodeunt formulae numero n-f 1 hae: 

60. f{A^) = (1 + C) n{A^)n{A^), 

61. A«»2n+2) = (1+C) n(llla,+2)/7(»»2n+2), 

CreUe*s Joamal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 41 
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DeiBde irtriuB^e ipsius termiiii iogarithmos ^ ipso fir nt variabiü aflsumto^ dif«* 
f erentiando , positoque zzszA^^ emanant hae n — 1 aefuationea: 

Eiusdem denique aequationis et aequationnm (60.), (61.), (62.) utram^e partem 

logaiMnaica differentiando^ qaantitatibus C, Ai^A2^ *•*. -^n-M Xn Xa^ Xn? 

Fl, T^ty .... Yn pro variabilibus assumtis, si adhibetor aequatio(63.)9 nan-* 
oiicimiir has »4*3 formuias differentialea : 



66. 









68. 



67. TTTT» — • » -^ I 

l-|-t' , >0>eR.|.l — yr tfhm+t 

Inde, eliininatione ipsius j^r^ facta, dacimar ad has n-\-\ aeqaationes 

rf log (l — C(f z)* (g-»»2.+2)*(2-mi.+i)« \ 

t^ *>f l0',-j,)(2-:^,)T(F.-^,)(*-i^0>' 

quibus ex ordine multtplicatls per expressiones : 

1 X^ . 

- - 

1 1 

/C -^(-4,) (A^ — m2n+2) (A^ — m2«+i) ' z—A^ ' 

1 1 

1^ i*(4.-i)(4^,-iiita+,^(-4i.i-«iw>i) • «.—^«-i »' 
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1 1 

quorum factoram summa secmidum theorema notissimum transit in expressionem : 

1 

additioneque institota, prodit aequatio differenlialis : 

VC P{z) {z— min+i) (2— man+i) 

I " V<?(2-rv)-P(r>')(r>'— »»a'»+2)(r»'— »»»2'«+i) ' /^(z-r,,) J°(r,,)(ry— ma,4.i)(r,,— u^i^+i)} ^ 

nee non post facilem reductionem , si in singaßs secondae partis terminis e sin- 
gulis aequationibus (59.) valores ipsins y^C snbstituuntur, respective integratione 
facta inde a valoribus 

qni valores initiales quantitatum variabilium 

sunt, usque ad hos valores finales, haec elegans formula obtinetur: 

arciang TF^i) ^ 

ubi ponitnr: ' 

In hac forilinla continentur multae aliae quae per evolutionem secundmn descen- 
dentes ipsius z potestates inde derivantur, nimirum haec: 

ubi littera fi qoiljbet nnrneroram 0, 1, 12, ....n— 1 denotatar, afqne haec 
pn» ^pialibet ^jwntiUite o yaleiui, obi denotatlo: pro. ooCJf&ciflBte evolwlknis asi- 
tata adbib^Uir» ^^« non i»(«) dm^pwt JhlirtiüiMnt ktognm ipnM « qiuÜDUbef i- 

41» 
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. R (r-«)t^(^r)V (r-«)y(//r)| " 

+ 2 -^j- { arc timg ^^(^<")) (-^ K«-'»»-^') _ arc tang^^ (^ ^"^^J;:.-;^p^ ^""^-^| 

Aequationis (55.) forma talis est, ut n relationes algebraicae inter 2n 

ipsius radices valeant, unde palet, n valores Tl , Y^^ Y^ algebraice eos- 

que ut radices aequationis nti gradas determinari ex quan^tatibns yi , ^2 ? • • • • Xn • 
Quam determinationem , una cum computatione signorum E^^ E^^^ .... En^ 
atque quantitatum in formulis integralibus involutarum C et P{z)^ hoc modo 
institnere placet. 

, ^.formulis (59.) sequitup haec: 

« I ' 

unde cum ex aequatione (55.) posito 2: = m;^, derivetur haec: 

73. CCP(m07(iW2n+2-mO(iW2.+a-«»Ä) = (C+i)7r(mö../T(mÄ), . 
deducuntur hae relationes: 

TTf^ \ f(m2w+2) 



|:/r(«ii,+i) 
74. ^ 

i: /7(iiij) 

: 1 



n(m2ii+i) 



1 + ji. __^_f^ü^rr) _r 

atque, quantitatibus b^^ bz^ .... b„ ut supra denotationeque (35.) introductis, 
faiaec aequationis, radicibus F^, F^? •••• F„ gaudenlis, forma: 

75 1 4- jiv g>> /(^r.^) \ ^ ( ^^ ^^ /^(*x) (m2.+2-ft>)(m2n+i— ft>) erV(Jy r) i \ 

Signa Ei^ Ei^ .... E^ deinde computantur ope formulae ex aequationibus 
(59.) et (72.) derivali^: 

lam adhuc aBäm formam functionis ^C.Pm proponere piaeet, fix tmaA-^ 
bud^Mdioibua aeqsfmonis {ÖSO^oafotftam atyia in formula (71.) substttb^dam. 



i t 



iS. Riehelot, de funetiotMu» JbeliaiU», '325 

Nimimm valore ipahis l-fC ope foraralae (61.) determinato , atque 
in aequatione (73.) sobstituto, emanat haec 

77. i/CPrwij) = + - /( «(mA)./7(mA)/-(iin,+») > 

f n/ — /(»»»»+.J— «*)(mi,+i— m*) n «(ifi!i,+2)/Z(min+2) P 

nnde loco ipsius m« quantitatibus ^i , ^2 ) • • • • Ki atqoe looo signorum + 1 re- 
spective signis: €f^\ tP\ «t") introductis, haec deducitur formula: 

78. yCP(«) = 

F(«)2r(-^ i ,//^ "(Mg(M/'(»>»t..+»h 1 \ 

'^ ^ , \F'{b,) • •(«,.+2— M(m2„+, - A^) r V «(i»2,+2) /r(m2,+2) /s-*^/ * 

9. 

■ ■ 

Casum nbi n qaantitates datae: 

yi r yi » • • • • y n 9 

reales sunt et continentur respective in n intervallis : 

• «7. m^ • • • • III2 9 fils • • • • Ulf ^ • • • • ^2n^l • • • • ^'^'sii 9 

pro fimdamentali hie habere placet, qoippe in quo quantitatem C positive valore 
gauder», nee non quantitates: 

■■1 1 ■■ 4 9 • • • • J; M 9 

reales esse atque in iisdem , sing^a3 in singulis , intervallis contineri , ex aequa- 
tione (55.) extemplo coBeluditnr. 

Huius enim aequationis pars prior, si quantitas C negativa esset, loco 
ipsius z valore radicis, quae in quolibet iatervallorum (79.) continetur, Sub- 
stitute, ut aggregatum duomm terminorum negativorum evanescere non posset, 
eademque parte priori pro z=nhy^ et pro z =^ niz, positivis valoribus gau- 
dente, radix yy in intervallo ma^u^ • • • • fijr iacens, alteram in eodem intervallo 
secum ferat necesse est . . 

Deinde patet, quamcunque e Bomero quanlitatum : 

-^19 -^29 ••.. ^||.i, 

quae in quolibet intervallorum (79.) . contineatur , etiam inter radices duas in 
eodem intervallo iacentes continert Sit enim hoc intervallum nhy^i . . . • m,^ , 
atque radicom y^, Yy minor t;,, maior Ty. lam si quaecunque quantitatum A 
in intervallo fn2y^i . . . . Vy vel in intervallo T, . . . . tn2y contineretur, etiam 
radix alia aequationis (55.) in eodem intervallo versaretur, et hanc ob rem haec 
ut tertia in intervallo m^^ . . . • m^, iaceret , id quod fieri nequit^. Inde adhuc 
sequitur, binas qpantitatea^ 

P(mir-i) . et P(Vy) 
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generaliter sinral posiüvas vel negativas esse , eadettiqoe natura binas quantitales 

P(f/i,,) et P(T,) 
gaudere. 

Quae com ita sint, habetur baec propositio: 
Si radices aequationis : 
C{z-Ai)\z-Af • . . . («-4.-i)* («-«2„+2)(«-w»2n+i) + (^-»•i)(a^-«a) .... («^-«H«) 

= 
ex ordine scriptae: 

binae in singnlis intervallis: 

lll| • • • • lif}2 9 t7l3 • • • • I7I4 ^ • • • • ^'''2n-»l • • ■ • ^2n 9 

continentur, radices aequationis similis formae: 

ex ordine scriptae: 

tales fiinctiones quantitatum C% ^^, A\^ A!ji msX^ «t'^uantitatilms ^^, 

A\^ .... A^^i in certis quibusdam intervallis respective nsque ad yalores: 

continne progredientibns , nee non ipso C^ simnl a Btbiio iisq[iie ad Yalorem C 
apte crescente , ipsae contiinie pergant : 

v\ ab Wh nsque ad Vj, 

T^ ab 1112 nsque ad Ti, 

v\ 9k m^ nsque ad t/s^» 

T^ ab IN« nsque ad T^^ 



TJ ab m,« «Bqne H Ti,, 
nee generaliter signa expressionum formae: 

W-^\)W--A\)....(:u^,^AU), 

interea commutantur, nisi quantitatum A aliqua per aliquemvaloraoi:. 

transmigrat. 

Hac proposftione, onius demonatrattone facili, quippe qnam in baa« «po^- 
ciali n = 2 antea exposuimus, bic supersedemus , doeenrar fianlitiitfes : 

••1 1 'Wj ^ . • . . iii2)i 
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in aequatiooibns integralibus (70.) et (71.) pro yaloribus variabilifiin initialibas 

assumi posse, ideoque expressionem : 

(«bi sigsa e^ et JS^ ad x>^ et T, respective pertinentia denotantur per %^ et ^y) 
evanescere pro: 

^ = 0, ^«^ = 1, i^ = 2, .... iLt = n — 1, 
atque pro (i=^n transire in expressionem : 

81 2arctanff-5V gy ifi^yr) ^ 

nee non integraliiun aggregatnm boc: 

82 iv ) r"" 'r<!>{y)dy , /•''_^MPO^ j 

7 K (jr-«)y(//3öt/ (y-a)if{Jy)\ 
congruere cum expressione, ope formulae (72.) composita: 

^ 2 -/M^ arc lang j >'(«)(«-«»>>^j)(«-'^-fO ^. (^ ?44r4— ^. * . -J-)j . 

Si contra formulam (78.) in aeqnatione (71.) substitnere velimns, loeo quan- 
titatnm, e nmnero 2fi qnantitatrai: 

Uli) ^9 • • • • ^^m^ 

arbitrarie electarum, b^^ 62 9 • • • • ^n 9 posHis 

Uli 9 III39 • • • • Ill2fi-.19 

simul Signa: 

^n ■ ^ 9 • • • • ^n 9 

ex antecedentibns congm^re debent cum signis: 

nnde sequitur, expressionem (81.) adhue commntari posse cum bac: 

^\ i P {nktv-i) ' ■/{(mniH-a— mjiK-i) («kii+i— «tey-i)} F V ^ (1W211+2) iI(m2«+2) / ' ' 

atque posito: 

|)«C P(z) = 

i 

ipsam (83.) cum bac: ^ / 
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+ 2 ^,^^"\ arctang ^^^^"^^"-"'^/';^"-"^-^^^ 

10. 
Disquisitiones denique antecedentes de integralibus Abeüania (n — l)ti 
ordinis adhibere restat ad functiones Ab^Uanas eiusdem ordinis. Ubi nt casam 
principalem, ad quem ceteri ob earundem fanctionnm periodicitatem revocantur, 
ponamns hunc: 

quippe qui cum casu primo problematis specialis in articulo 6. exposito con- 
venit. Cum vero ibi signa qaantitatam : 

congruentium com ipsis: 

(>(W2„-l), (>(tW2„-3), . • . . (^(«»3)9 ?(»»,), 

eadem fuerint ac ipsoram: 
Sequilar signa quantitatam : 

V^n^ ^2n-n ^2ii-2» ^2n-3 9 V^h^ V^-l^ •••• %? 1?! ^ 

aequalia esse ipsis: 

Qnae cum ita se habeant, ex articulis (9.) , (8.) 9 (7.) 9 (6.) prodeunt haec de 
fimcüonibus Abelianis theoremala: 

Theorema V. . 
,,Introducantur brevitatis gratia haei denotationes : 

^z = — (5? — mi)(ar — 1112) («^— m2«+2)9 

f(z) = (« — fWiX^ — ma) .... (i&_||i2„), 

n{z) = (5f— t;i)(ar~t;2)... -(ar — vj, 
,,atque definiantur argumenta u, u\u''^ .... u^""^^ bis aequationibns : 



"•«v-i 






% 
^ 



i 
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,,nbi üp a', .... d"^^^ quantttates qaadibet sunt. lam horum integralium 
•^litnitibus: 

),tanqaam fundionibas atgainentonim : 

,, consideratis , ponatur generaliter: 
,,nec non: 



7 \J {y-a)VAy)J 



26^(11,11',.... •i<"-'^). 



„Quibus statulifl, si argumenta u, u', .... i^"'^^ pro: 

« 

f^respective valores M, M', .... ili"~* induunt, habentnr formnlae hae: 

Aj,+, («,«', .... ««-«).*„+, (ilf- «, J»'-«', .... Jlf-«-i»(-«), 

1 

: (»•»«+J — w») (ili2,+i — «•») n (••*) tz'" 7 \/ ^^''' r-77— c • 1 

• i-Lji. '> »^^(^>) Y 

„ubi A qailibet est nnmerortun 1, 2, .... 2fi; atque 
Cfi^t, «',.... «<-*>) + G{M—v, M'—nf, . ... . Ä<'^> — fi«-») —GiJIt^M',.... if ("-«) 

■^ r— ^) arc tang ^*^ ^»)(»;^;;f»Hi»'-^0| 4. .^^arctaag ^^^'^^-^i^'-^-^^ 

l^nbi, podito: 

F(«) = («r — mi)(«r — m,) .... (t? — ihj^.j) 

■> . 
,,expre8sio ^C.P(z) determinatar formula: 

yc. P(z) = ^(^)i(i^^,(u,u' «(-o) W2(M-^^^^^^ 

CreUe*s Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 42 
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. Theorema VL - 

,,Iisdein denotationibus , ac in theoremate I., adhibitis, atque positö: 

^"^ ^ \ "rm2n+2— m2„ / \ » '* '^ m2n+2— W^«-2' \ ^ ^ ' * f fÄ2,+2— «»,/ 

\ • " r m2n+2 — m2^-i/ V ''^rm2n+2— mih^ V *^ '^ . r»>i«.f2— »>/ 

,, ubi Signa «i , £3 , .... e^ conditioni : 

v(i)>v(-i) 

salisfaciunt , babentur formulae memorabiles : \ 

:J„ (i4«,i«'......i4f'-;^')^,»(i»,.+,.-».,.„)"*((»i)"-'-.'«.y;g»^g) 

3 fif(i M , ^M', .... I JK (-«) - G{M,M', .... i»f -^ 

= - [ (^_«^^Ü^(^) arc langte«)] -\- ^^^ arc lang;^ («), 
„übi ponitur: ^i 



* 1 L ^ • 

» ■ . ; 



^(^^-7=^^ U,^-.-m„Ti^ m'«».4-a).-- "Vl7^^^^^±r~^ " 

^ >- \i ^ i% Hinoque tbeoremate ponitur a ==■ i^ .=s ^mi..^^ atqae loco fuactio-«'' 

,,«-.,,. n«s *(«) vflj expressio: Y»W2«+j.(«— ,«)f)*i(a;) vel Mk+j . *2 (ä) , ubi ^i(«] 



'% 



•vot ^t(^) functioties' Ttitegraa deo(^ant, quarum posterioris igtadiis numerwi 
haud snperat , dum prioris gradus numerum 3 n — 1 aequat , pro yalore ifs^as 
i7t2„4.2 infinite magno ,. prodeunt theoremata 4uo de tribus fynctionum Abelia" 
narum (n — l)li ordinis generibus princijpiilibus. ^ 



\i fTheorema^ VU, . 
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2tt, 






' 1 



I 



'"tr-i 



M 






2||(n-l)^ 






,} inlegraliam limites v^ , t;, , . . . . t/, argumentoram : v , u', . . . . #"t^ A>lcs fanctiones 
„sunt, ut brevitatis gralia posito: 

„abi X denotat quemlibet numeromm 1, 2, • . . . 2n — 1, habeantnr hae focmulae: 

AäC«, ti', . . . . ii("-«).Afc(i»f — M, M'—u', .... MC-')— «("-»>) 

„ quantitalibus M, üf '^ üf ("~') eos argnmentoram valores designantibus, 

„quibus ipsa pro: 

„gaudent-, nee non hae aeqoationes memörabiles : 

E{u,u'y .... mC-«)^ jB(Af-ii, M!-u\ .... iM("-»>-ti<-'0 -jB(i»f, üf', . . . . i«f <"-'>) 

<?(«,«', .... «("-»') + G(M-u, M'-u', .... ilf (-»)_t|(-i)) -G(M,M', .... «<"-'>) 

„nbi functio ;if(s) delenninatur formula: 

X(«) = 

y-l>(i) , V{»-f»jy_i) F(mj,_i) f iiu,+i — mjr_i /■ 

42* 
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Theorema VIII. 

,,Iisdein denotationibus adhibitis nee non breVitatis gratia introdacla 
functione: 

,,ubi Signa «i, €2^ .... £» conditioni 

v(i) > v(-i) 

„satisfaciunt, babentur aequaüones notatu dignae: 

^-.4 . (i ^ » i ^'> . • • • i ^*'-'^) = y'/'(«»»..+») / 

* l)6^(iilf, ^M', .... iilf-^J) - G(M, M', .... Äff— >) = 4- 7:^)8« langte«), 
„ü%i functio ;r(«) determinatar förmnla: 

;.(«) = (-1) ^_^(,) • 2,/-lW*-m^n-ö • 
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14. 

» 

Theoria novi multipiiestoris fi^slemati aequatiooiiiii 
differentialium vul^ariam applicandi. 

(Aactore C, 6.. J. Ja^hl, prof. ord.) 

(Coae. diM^rt. No. 16. tom.XXVtl. faic. IH. et No. 11. tom.XXlX. fatc. III.) 



Motüs pancti versus duo centra fixa secundum legem Neutonianam attracli. 

§. 26. 

m unctum inter ntrnmqae centrum medium somatur pro initio Coordinatanim, 
recta centra inngeiis pro axe Coordinatamm x, sit porro y distantia mobilis 
ab hoc axe. Si massae centromm sunt m et m' atque a semidistantia cen- 
trorum, secundum antecedentia yalebunt inter x et y aequationes differentiales 
sequentes, 

rf'jr m(x—a) m'(^a) ' 

1. < 

</<« — {(*-«)« +rrl*~'{(*+«)Hrrl*'^J^' 

designaote o Constantem Arbitrariam. Porro angolns rotationis plaid per axem 
et mobile dncti datnr formola, 

2. df='—. 
A prindpio eonservatfbnis vis vi vae Integrale suppeditatar hoc, 

designante ß alteram Constantem Arbitrariam. Integrale Eulerimmm inve- 
nitur deducendo ex aequationilws (1*) sequentem^ 



•^ l(^-«)»+yN* ^{(^+«)»+y')* ^ y* 

unde fil 



I 
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\A iT'^-i v.r'^i — may\{x—a)dy—ydx\ , m'ay[(x+a)dy—ydx \ 

1 a*x{xd y — ydjr) ma*ydy tn'a*ydy 

HM*<Mt^^(illtiM<li)ltilMirfM«dbalil(MKlitf'dkqii'H f /Oii iwio mI'I' 
\ä.(xy'—yx'y. 5= T-lwia — i -. — r-; 4-. lo» « ' r 

' : i'+Cj£-.)'i' {'+ti-.) T 

Cuius aequationis termini singuli cum differentialia completa sint, obtinetur 
inte^ale , 

2maLr—a) 2m'fl(jr+a) o*J^* i ^ ^z i «*«* ^S 

Si ponitur 

;2m I 2m' "^j_o/^ 




.' • •' ■• ,* • 



duo Integralia inventä evitdnntt 

6. ■ x'x'+yj' = L, ixy^-yx'f-a'yy^^ M, 



sive 



siquidem statuitur ,i;lihn'hii niif.h l''».iii ••!!»:(. ;'^ :•* 

r=H^4P^\-i-y'y^)-^L-^ß, 

Si duorum lnlesf;9Üuf^,,9j^,,ß^ K^i^fl 9^^ €pj)4lM«»>Wti!^W^ 

cipium Ultimi multiplicatoris obtinetur tertium Integrale, 



-'»/i! m\>»n^ \^>v^.i 

AI cum et L et ilf ab ipsiS'JP^iJel'f^'- lta4iia<rtiilV'»fili»p'*'^ ^'^ ^•i>»''''>ul»*'l> '••• ■ 

^, = -^y^xy-yx'), ^ = 2x(a:y'-rar')-2<i'y'.: . 
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Quibus formulis snbstilutis eruitur .tri-»:. (.(•. « > 

= — 2{4ry(a?V-^yy)-f(iif — xa?-fy>-)a?y}. 
Unde tertium Integrale evadit 

ydx-x'dy ^ ^ 

designante e Constantem Arbitrariam. 

In forniüla anteeedente expressio snb inlegrationis signo posita, quanli- 
kMi^m.x'.^i X^^^i'^^^^i^^^^^9 o^^d^ro^^^^^reatiale oompleM^n. Qip 
:v«l0r^ ul. erinatar et commoda substili^tio fiiit^< /adhibj^o onethadfioi; in .cali»U^ 
algebraicis usitatam, videlicet addo aequationes (6.)yiAlta^ maUipUoftta fiiQtpreJi^ 
quem hac conditione d^tiermjno ^ ut aeq^jptionis! j)rQYenient]s - pars Iqeva evadat 
quadratum functionis ipsorum x[ et jc^ linearis. Ea ratione venit 

quantitale il determinata per a^atioibm 

9. t= {X'\-yy){l'\-xx — aa) — xxyy'^ 



f 



- » 



Huius aequationis quadraticae radices yocemus l' et A^^ erit 

Hinc quadrata dislantiarom puncti mobilis a ^^nttis attractfonum iiunt 

ideoqoe ipsfte dis^mliaQ . ^ ' > ) ' 

11 {(a?±«)Hrr}* = >'(fla-i')iv'(fla-A"). 

Porrofil • "■ ■■ ■'■'•"■ ■'•"'• '■'"■■'■ ^'•' • 



•. . -. i t 



/ ■ r f 



X"—aa±äx == + y(äa — V) (^{aa — A') + >'(« a — ;/')) . 

ideoque '-■'■•" ' "^^'"^= ■•'••■ ■ ••••■' •• ■■■■'"■' ■" ■•• '•■••' -■■"'=-'^ •■'-''- 

I -:z. — Y — "^ ^^ — r^"" — ^ /' 

Si bas formulas substitttimus in (5.)) sequitur, qitatitatem ^-f A'I/ solius V^ 
quantitatemiff^-V^X/ soXns V^ fttndionem^e^sef ' Etfentm *si "adrocamus formulas 



■•••••'■ ' ' ' •« - ' 
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e (10.) fluentes 

y* — j.t — ^ 3i"'> ' 

e (5.), (12), (13.) eruitur 

i(iif4-ri.)=~(iii+iii')y(««— *')+««(i-|f)+/?A'+*y> 

Ipsae quibas w' et y^ determinantDr «equationes e (8.) prodeunt sabstitnendo 
iprios it valores l* et l". Qoae aeqoationes per — a^ nniltiplicatae, fonnv- 
lis (10.) snbstitiitis , eyadunt 

= — «»(Jwr+A'L), 

sive extractis radicibus, 

J/(A"y-i')).r' + »'C-n«*-n).x' = a|/-(M+rL), 
i/C-A'(«*-n).r'- »^(i"(«*-A')D.a?' = a |^(M +;i"L). 
Easdem aeqoationes (10.) differentiando sequitor 
2 a (y' dx — x' dy) = y'd. }^((«*— X') («»— X")) — ar' rf . ]/(— X' A") 

7(i;;^^^{i^ci"(«^-iO).r'+y(-A'(«'-n).a?'}. 

Unde fonnulas (15.) snbstituendo prodil: 

16 2(Y'dx--x'dY) V(M-{-X"L).dk^ V-(M+X'L).dk" 

Aeqaalionibus (15.) in se ductis et rarsus (10.) advocatb eroitur 

17. ary(y V- x'a?') + (ar»-y»— a»)ar'/ = >^(-(ilf +A'i>)(ilf-f-A"iy)). 
Per hanc formnlam obi dividimiis antecedentem (16.), prodit 

Ig . y'ds—x'dy 

—dX' , dX" 

~ 2HX'(a*—h'){.M-{-l'Li) y 2VQ'"{a*-X")(M-\-X"h)y 
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Hanc supra vidimos expressioneni jsiecimdam prindpium Ultimi Multiplicatoris 
fieri debere differentiale completam. Ac revera, qaantitatum ^(M-^X^L) et 
^(ilf-f it^X) yaloribas (14.) substitutis , in ea expressione differentiale dX^ 
per solius X\ differentiale dX'^ per solius X" functionem multiplicatnm repre- 
henditur. Unde, formula (18.) substituta in (7.), tertium integrale per dnas 
Quadraturas oblinetur. 

Si formnias adiicere placet, quibus t et f per X^ et X'^ solarum ope 
Quadraturarum deterroinantur , differentietnr aeqnatio (9.)? posito X=zl\ unde 
prodit 

i) = (X'—X")dV'\-2X'xdx—2iä'—X')ydy 
= (A'_i//) Ji'_ I ^(_x'(a^_X')) [^Q—X'(a'—X'')}dx-\-)/QX'\ä'—X')) dy} 

= (V-X'') rf A' -f 2 y^(i' (fl^-AO (ilf + A' -L)) . df. 
Hinc , si aequationem differentialem 

.Q dX*^ dX" 

*^* V{X*(a^—X^nM+FL)) ~ V(^X'\a^—X'')(M+X^'L)) 

advocamus, oblinemas 

VX'dX' , , VX''dX" 



20. 



^' — ^ V({a^^X'){M+X'L))'^^ Vi{a*-X^')(J^+X''L)) ' 



01 ^p "aa^d t 



_ 2 ( 1 dl^ L -.1. ^l'L 

— 4«'M yA'« ' !/((«*— A')(M+A'L)) ' i/A''» • V(S^^-X")(M^X"L))S' 

His formulis videmns, ad variabilium / et /* valores per Qnadratnras inveniendos 
non opus esse ut anlea variabilium X' eiX'' altera per alteram expreasa babeatnr. 

De corporis solidi iclu impulsi rotatione circa punctum fixum. 

§. 27. 
Exemplum applicationis prineipii ultimi multiplicatoris ad motum non 
liberum suppeditet rotatio solidi circa punctum eins fixum, si corpus solo po- 
nitur ictu impulsum esse, nulla accedente vi aoceleratrice. Valet pro eo motu 
principium conservationis virium vivarum nee non cuiuslibet plani respeetn 
principium conservationis arearum. Quibus si additur principium ultimi multi- 
plicatoris, per sola principia generalla problema olim difficillimum ad Quadra- 
turas reducetur. 

Crelle*8 Joamal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 43 
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Sint S, V, ^ Coordinatae orthogonales ad axes relatae in solido fixos^ 
in spalio mobiles, quorum initiam punctum fixum sit circa qnod solidum rotatur. 
Sint X, y, z Coordinatae orthogonales eodem initio gandentes, ad axes in 
spatio fixes relatae. In aeqoationibus , quae inter utrasque Coordinatas locum 
habent , 

sunt S, V, ^ Constantes, novem Coefficientes a, ß etc. variabiles, inter quas 
relationes notae intercedunt, quibus illae ad quantitates tres revocari possunt *'). 
Adhibita differentialium notatione Lagrangiana e (1.) sequitur 

Ponamus 

aß'-\-a,ß', + a,ß', = -{ßa'^ß.ai+ß.a:,} = c; 

ex aequationibus 

ixa'-|-aiai-|"^2^ = ^9 /^a'-f /5i«i-|-/32«2= — c, ya'-}-yi«i-|- J'2«2 = ftj 
quarum prima e formula aa-f«iai-j-«2a2==l sequitur, fluit 

a'=—ßC'\-yb, «; = — /?iC-fyi*, «;= — /J^c-fy^*, 
eodemque modo obtinetur 

/?' = — yn+ac, / =z — ab'{- ßa, 

Qnibns yaloribns sttbsHtntis eraitnr, 



*^ Formulae (1.) si Coordinßtarum ortliogoaalium transformationem eiLprimuut, fil 

m hac rotationis quaestione, iam aiibi adnotavi, senper Signum + sumendam esse. Po^ 
aamus enim iater binorum corporum puncta conrelationeiB daii talem, ut alterius corporis 
puncto, cuius Coordinatae sunt ^, v^X» respondeat alterius corporis punctum cuius Coor* 
dinatae ad eosiem axes relatae yaloribus jr, y^ z gaudent: prout in Ulis formulis Signum 
-{- aui — locum habet, erunt oorpora aut cotigruentia aut uti dicilur symmetrioL Casu 
posteriore autem fieri non potest ut alterum corpus in alterius posilione collocetur, neque 
igitur rotatione alterum in alterius locum pervenire potest. 
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Unde sequitur 

Porro e (1.) proveniunt fonBuke^ 
^2y — cti^ = ß^—rv, az — a^x^ß^^—y^v, a^ —ay = ß^^—y^v y 
/^2r — /3i« = y^ — «C, ßz — ß^x = Y^^^aXy ßiX — ßy = y2^ — a^^y 
r2y — ri^^=f^v — ßS, ysi—y^x^a^v-^ßj, ytW—Yy^=(hv — ß^t 
Unde substitutis ipsorum ac', y^, z' valoribus eruitur, 

iyz'-^zy'= (/3^-yt;)(ct;-*0+ (yf-«OK-cf)+(at;-/?f)(*f-öt;), 
^.\zx'^xz'=:^ß,^--y,v){cv^bl)J^{y,^^a,l;Xa^^c^^^ 
\xy^yx'={ß^l;-'y,v){ev^b^)^{y^i^a^^{a^^^^^ 

Axes Coordinatarum ^, v, X, semper ita in ipso solido disponere licet «t^ de-^ 
signante im wMi eleme&tum cuias Coordinatae sunt §, v, 1^, sit 

summis ad omnia elementa materialia corporis extensis, Unde ponendo 

A^8ivv^li;)dm, B^S(X^^H)dm, C=S(S§+vv)4m, 

fit e (2.) et (3.), 

4. T = i8{x'x'-{-yy''\-z'z'}dm = i{AmaifS*b^C€e}, 

i L = S(yz' — zy')dm = —{a.Aa'\'ß.Bb-\-y.Cc}, 
5. ji»f= 8{zx'—xz')dtn = —{a,.Aa\-ßi.Bb'\'y,.Cc], 
|jV=: 8ixy'--yx')dm = ~{Ä2-^Ä-}-/32.ÄÄ+y,.Cc}. 
Quibus in formnlis secundum principia conseryationis virium vivarum- et area- 
mm qnatuor quantitates T, L, M, N aequantur Conslanlibus Arbitrariis. 

Novem Coef&cientes a, ß elo. per tres anguloa yi, ^t, fb expraeamui 
ope formularum notissimarum , quas olim Eulerus in Introducfion^ in Anal. 
Infin. dedit, 

/ a = cos^i siii^2 sin^a -{"^^^^a ^^^^3 9 
«^ = cos ^A cos ^2 sin 93 — sin ^2 cos ^3, 
a^ = — sin^i siny,; 

ß = cos 7i sin ^2 COS 93 — COS ^2 sin ^3 , 
6. l ßi ^= cosqiCOsq2COsq^'\' titk^iSinqs'i 
ßi = — sinyiCOS^a; 

y =5 sinyi 8infi9 
^j =2 sinyicoa^iy 

^2 = cos^i. , 

43* 
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E quibus formulis Sequilar: 

«' = —r sin^j.^; -1- ai.q't -\- ß.q's^ 
«i = —yi^nqj.qi — a .q'^-^ ßi.q'i, 
ai = — yjsin^fj.yi +/5».y3, 

ß' = — ycos^j.y'i + ÄVi— « -^31 
/?i = — yicosyj.yl — /?.yj — a,.y;, 

y' = eosqi siny^.y; + ^i-yi, 
y; = cosyicosft.yl — p" .yt, 
yi = — sray,.yl. 

= /^y'+Z^i^I+Ayi = cosyj.y'i — siny.smyj.y^, 
= __ {« y '-|- «j y; -|- oj yj} = — Bin yj . y; — «n y, cos yj . y; , 
= a/?'-f o,^i-f a,/3; = cosyi.y; — yi. 

Quas qaantitates in aequatione (4.) substitnendo evadit viriom vivarotn semi- 
somma T qaantitatom yx , yi , ys , yl , y« , yi fiinctio. Quam ipsorum y^ , y^ , yj 
respectu dUFerentiando prodit 

dT 




Bq\ 



= pi = cosyj.^a — 8inqj.Bb, 



dT 

8. {-5-r = Pi = — sinyisiny3.^« — sin y1Cosy3.fi 6-}- cos yi.Cc, 



ay; 

dT 



Pi= — Ce. 



Hm qqantitates aotem aeqoaotur sequentibus, 

IPi = — Ijeosqi-\-Mt\jiqi^ 
p^ = -M, 
Pi = (I/sinyi-l-jS'cos^'Osinyi-l-A^cosyi, 

sicuti patet substituendo quantitatum L, M, N expresslones (5.) et Coeffi- 
cientium a, ß etc. valores (6.). Ponendo 

10. P^'^'f'-^rP* _ „, 

e formulis (8.) fluunt sequentes, 

Aa = cosq^.pi— sin q^M, 
Bb = —s\nq^.pi — w$q^.u, 
Cc = — />3 . 



i 
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Quibus formalis quadralis ac respeclive per A, B, C divisis consummatisqae, 
oblinetur post faciles reducliones, 

11. 2T = i{^^^)(p,p,^uun^p,p, 

-]'i{2 — ß){(PiPi — uu)cos7g^ — '2piUsinlq,}. 

Cum T, L, Mf N Constantibus aequentur, per quatuor aequationes (9.) et (11*) 
sex variabiles gi^ ^^ ) 93? Pi^ P^^ P^ ^^ ^^^^ revocare licet. Quomodocunque 
hae duae variabiles eligantur, aequatib differentiaiis primi ordinis inter eas locum 
habens principio ullimi multiplicatoris ad Quadralaras revocabilar. At duas va- 
riabiles eligere convenit tales, per quas reliquae commode exprimantnr, quales 
sunt pi et p^. Cum solidam millis viribus accelatricibas sollicitetur, aequatio- 
num dynamicarum forma tertia §. 24. tradita suppeditat 

rf^___dr rfy, _^ dT 

dt dq^^ dt "^ rf7,' 

unde aequatio differentiaiis inter pi et 7^3 , quae integranda restat, fit ^ 

Parlibos dextris aequationum (9.) et (11.) in laevam translatis, aequationem (11-) 
denotemos per /7= 0, aequationes (9.) per /7i = 0, iTj = 0, 77j = 0, 
eril secandnm theoremata generalia §$. 24. et 3. tradita aeqaationis diiFeren- 
tiaUs (12.) Moltiplicator 

_ -dT dJS BL dM 

^ ~ j an an, an^ an, ' 

~dq, Ö7t dpt dq^ 

BT BT 
Caius fractionis ipsorumque ^ — et ^ — valores sie determinö. 

Ipsa T non nisi in IT, ipsa N nonnisi in iJj invenitiir , porro fit 

•X 7/ ^ TT 

_y = 2 , .^-^ = 1 , unde nnmerator fractionis antecedentis eruitur 

E variabilibns p2i fi? 7^9 ^s fnnctio IT2 unicam p2 implicat, functio 77^ uni- 

cam ^2 9 functio ZTj solas gi et ^2 ; porro fit -^— ^ = 1 , unde fractionis ante- 
cedentis denominator evadit, ' 

. dir^ dn^ aji 

«7t 07i oqt 
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Fit autem 

Q — ' = —{Ls\nq2-\'Mco3q2} 

du 

^— ^ = —{Lsmq2-{-Mcosq2}coBgi'\'Ns\ngi = —u, 

an ^ dT 

Unde aeqaatioois differentialis (12.) Multiplicator fit 

lö. f* — (jLsiny, + JMcos7,)« TF- 

Ö7s 
At e (9.) et (10.)) brevitati» causa poslto 

sequitor 

ILsinqi-\-Mcosqi = y(LL-\-MM—piPt)== }f(A—NN—piPi), 
u = (L sinqt-^- Mcos^i) cosqi — JSlainqi = iih—piPi.—PiPi)') 
(Ä — ;^i/yi)sm9i ^ (i/9iii^2-F-^cos^2)/73 — JV«. 

Qoibas in ipsias /« valore (13.) snbstitatis Sequilar 

, '^ ^—PiPx W(A—PiPi—p,p»y y(A— jvjv— p,p,)r 

Restat ut quanlitates ^ — et ^ — soUs |^i et /Ib exhibeaatur. 

Quantitalis u valor (10.) cum quantitatem q^ non implicet, e (11.) 
Sequilar 

16. 2||^ = (^-^){(/^i/^i-iiii)8in2^3 + 2/;|ticos2y3}. 
Eins quantitalis quadralum e (11.) fit 

Unde ponendo 



sive 



17. 
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sequitur 



»«■ 1^ =-•'(««.)• 



Cum elemenlum dt natura temporis numquam regredienlis semper positivum sit, 
docel formula dpz= — -^ — dt, radicale )/(üCÄ|) negativo signo afficiendum 
esse^ uti in (18.)? quamdiu p^ crescat, posilivo quam diu p^ decrescaU 

d T 

Ipsum ^ — e (11.) eruimus 

Fit antem e (10.) et (9.), 

3t« P*-\'Pt CQgy, LsinTj-fJMjcoso, 

ideoqne e C^^O ^^ (18.) obünetur 

Porro ex aeqnationibus CHOi (16.), (18.) fit 

unde 

Hinc valore uU'\'Pipi = h—p^p^ substituto, e (19.) et (20.) eruitur, 

Unde iatn aequatio differentialis 

qnae per se integrabilis esse debet, per formulas (15.) et (21.) evadit 
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32. = — 



{It—PxPiH^—NN—ptP^)^ ~ (h—p,p^^h-p^p,—p,p^)^ 



J Pt »Pt 2 ^' ' 

Qualuor terminorum dexirae partis primum et quartum differenlialia completa 
esse patet, com primus solam pi^ quartus secundum (17.) solam p^ implicet. 
Ponendo f>, =)/(ä — iViV). siny, primus terminus fit 

— Nd(p 1 . . JVtanffcp 

uude valorem tanff(p = — r reslituendo evadit . primus termious 

{/^-NN-p.p,]^ 

23. ~ ^ r = TT <'• WC tang -77-771 — ^^6 :. 

C^-piPin/^-J^^—PiPi)^ ^* ^VhV(h—]VN—p,p,) 

Si in dextra parte huius formulae in locum ConstanlisiV ponitur quantitas p^^ 
prodit expressio, utriusque pi et p^ respectu symmetrica ; unde si ipsam quoque 
quantitalem p^ pro variabili habemus atque utriusque pi et p^ respectu diffe- 
rentiationem instituimus, pro venire debet aggregatum duorum terminorum, qui 
de expressione ad laevam aequationis (23.) posita derivantur, alter ponendo 
Pi ipsius jy loco, alter ponendo pi ipsius iV simulque pi ipsins pi loco; unde 
de formula (23.) deducitur haec, 

24. ( y« ^Pi I Pi ^P^ ) i_ 

^f^—PiPi ' l^—PtpJ (/^ — PtPs—PiPi)^ 

= -Txrf.arctang .. „, ^ " r. 

yA ^VhVi/^—p.p.—p^p^) 

Quae dooet, aequationis (22.) temiinos secundum et tertium iuxta sumtos et 
ipsos differentiale completum constituere. Formulas (17.), (23.) et (24.) in 
aequatione differentiali (22.) substituendo et integrando prodit Integrale ^infiifk, 

25. Consl. = — •— — ^^* 



-£ 



7h"'^^'^ VhV(h-yjv-p,p,) 

+ VK'^''''^« VHVih-p\'p\--P,P.) 

(2 T- ^f)dp. 



(A-A'.;'s)]/(27'-^+(l-.-J);,,;,.) V(5-2r+(i-:i>.;'0 ' 
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Tempus t, quod imice determinandum restat, per p^ exprimitur ope formulae 



ß 



Ita problema rotationis propositum iam sme plant invariahilis usu perfecte 
integratum est. 

Quod planum si adhibere placet atque pro Coordinataram x ei y piano 
sumere, fit 

L = 0, i!f=0. 

Unde e (10.), (9) et (11.) fit ti = — Nsin^i, porro 

;;^=0, ^2 = — iV=— ]/Ä, p^=Ncosqi^ 

^=lsinyj9inflfJ + -gfSinyfco89; + ^coayJ. 

In dextra parte formulae (25.) terminus secundus evanescit, tertius immutatus 
manet, primus autem indeterminafi speciem induit. At observo e (9.) haben 

Npj _ N\mg{q^—a) 

Vh.Ah-jyy-PiPi) ~ i/(iV« + L»+M*) ' 

siquidem ponitur Tg- = t«nga. Hinc si ponimns i> = 0, M=0 atque Con- 

stanlem ^ Constanti Arbitrariae adiicimus, formula (25.) evadit 

ubi K et Kl valores (17.) immulatos servant. Nee non temporis / expressio 
immulala manet 

Z + Const. =/yfy^y 

Formularum antecedentium ope variabiles omhes maxima concinnUate exhiberi 
possunt per functiones ellipticas quamm argumentum tempori t proportionale est. 
Quod egregie expositum invenis in Commentatione inaugurali CI. A. S. Rueb 
Roterodamensis „de motu gyralorio corporis rigidi", Traiecti ad Rhenum a. 
1834 publicata. 

CreUe'i JohhiäI f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 44 
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In his quaestionibns de rotatione solidi atqne de motu puncti versus 
duo centra fixa attracli data opera analysi usus sum ineleganliori, ut demon- 
stretur, ea problemata ope principii Ultimi multipljcatoris etiam absque artificiis, 
quae non ita in promtu sunt, ad finem perduci posse. 

De problemate trium corporum in eadem recta motoniin. Snbstitutio Euleriwia* 

Theoremata de viribus homogeneis. 

§. 28. 

Paucis adhuc ag^am de tribus corporibus se mutuo altrahenlibus in ea- 
demque recta motis , qnippe quod problema varia de Multiplicatore proposita 
exemplo illustrandi occasionem commodam praebebit. Ope principii conserva* 
tionis virium vivarum quaestio in aequationis differentialis secundi ordinis in- 
tegrationem redit. At Eulerus olim absque Integrali ab ilio principio suppe- 
ditato reductionem problemalis ad aequalionem differentialem secundi ordinis 
per Substitutionen! memorabilem effecit. Cf. Nov. Comm.'Ac. Petrop. Vol. XL 
pff.i44 sf/q., Nova Acta Vol III. pg. 141 sqq. Quam rem hie ita repetam 
ut simul per idoneam variabilium electionem formularum symmetriae consulam. 

Sint Hl, m'f m" tria eiusdem rectae puncta massis tn, m', m^* praedita 
sitque mf inter m et m*\ Designante O rectae punctum fixum, ponatur 

Om=:x, Om'z=Xi^ Om" =^ x%. 
Si directionem motus, qua punctum a m ad m'j a m* ad m'' fertur, positivani, 
direclionem oppositam, qua punctum a m'* ad m\ a m* ad m moyetur, nega- 
tivam dicimus, statuo x^ x^^ X2 quantitates positivas aut negativas esse, prout 
a puncto fixe O ad puncta m, m', mf* direclio positiva aut negativa est. 
Ubi massae m^ m', m'' se mntuo secundum legem Neutonianam attrahunt, fit 

d*a; , m^ , m'^ 

dn ~ * *r(jr,-x)* ' (X,— x)*' 

di^ (x,—xy'^ ' (-^2— ^1)*' 

IW ~ {x^—xy~{x^ — x,y * 

Trium massarum se mutuo attrahentium centrum gravitatis statuamus in quiete 
manere, quod salva generalitate licet , ipsumqne ponamus centrum gravitatis esse 
punctum fixum O. Hinc tres quantitates x, x^^ x^ duabus aliis fi et i; exprimi 
possunt per substitutiones lineares, 

2. x^=au-\'ßv, Xi=^a'U'\-ß'v, X2=^a"u-\'ß''v, 
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in quibus a^ ß, etc. designant Constantes qnasciinqae sätisfacientes dnabus aequa- 
tionibus , 

3. f/ia-|-m' et' •fm''a" = 0,. mß\tnf ß' ^m" ß*' ^0. 

Quibus ex arbitrio addamus tertiam, 

4. ma/3+m'a^/?'+m"a"/9" = 0, 
porro ponamus 

maa\m' a' a' \mf' af^ a'^ = ^y 

mßß\^m'ß'ß'\mf'ß''ß" = v. 

Subslilntis (2.) in aequationibus diffcrentialibns (1.) et additis Iribus aequatio- 
nibiw respective per i»«, m'af, m*'a" vel per mßy wf ß\ mf'ß" multipti-- 
catis, obtinetur 



5. 



Sit 



unde 






a'' — a' =^ay a" — a = o', a' — a = a''. 



obtinentur inter ti et i; aeqnationes differentiales , 

rf*t; m'mf'h mf'mh * mmfh^' 

Aequationibus (8.) respective per ^ et, -^r^ multiplicatis et additis factaque in- 
tegratione obtinetar aequalio, conservationem virium vivarum exprimens, 

designante A Constantem Arbitrariam. 

*^ Haec aeqaatio sequitur e forinula Identica, 

44» 
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Quantitates fi el r ipsis a, b, etc. determinantur per formulas, 
1(111 -|-m' + m'V = m'ii»''a^ + m''inii''-fmm'fl"% 

Ponamus 

11. ^ = j/ = 1 , 

inter quatuor quantitates a, b, a"^ b" locum habebunt tres aequationes , 

12. j m^mf^m'' = m''lm]'m')b''\'2m''mbb''-\-m{m' ]-m'')b''\ 

Quae demoDstrant, quantitates ii et a*', b et 6^^ haben posse pro Coordinatis 
punctorum in terminis positorum quarumcnnque binarum semidiametrorum coniu- 
gatarum sectionis conicae, cuius aequatio est 

Si pro diametris coniugatis axes principales sumere placet, quantitates a, b, etc. 
determinandae erunt per aequationes, 

13. a=^Acos€, a" =^A8\ns, b = B8inB, *"= — Äcos«, 

ubi, posilo br. c. 

m''(iii + mO+«»(m''4-iiiO = »^ 
et nova quantitate M introducta, angulus s et quantitates .^ et B dantur per 
formulas , 

Jlf cos?€ = m'(m"—m)^ ilfsin'2« = 2 mm'', 

14. ( 4 — ^ /m^m'f m" B — ^ I m+m^+m ^' 

y ^ ' i ^^"- 

Determinatis a, b, etc. invenitur 

15. j , maf'—m''a ^, mb^'—m^'b 

' ^ ~ w+m^+m" ' ' ~ m'\'m''\'m'' ' 

De substitutione hie a me adhibita pluribus egi ip Commentatione „sur 
nation de$ noeud$ dans le probleme deg trois corps.'' 



fä» . 



*) Hae aequationes sequantor e formulis ideiiticis, 
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His de coef&cientibus substitutionis linearis (2.) obiler adnotatis, iam 
novas variabiles r, (p, s, tj introduco ope substitutionis, 

u = rco8q>, V = rsin^^ 

/ dr udnA-vdv 

16. < ^^ V(u*-\-v^).dt 

/^ rfflp udv — vdu 



Ex aequationibus differentialibus (8.), posito /i = y=Li^ sequitur 

d0 ' 
siquidem ponitur 0' = -^— atque 

^^ ^ m^m" j m"m , mm^ 



acosf^-f ^^>°V » a'cosqp+Ä'siniy ' a"cos<jp-|-6"sinqp' 
£ formulis (16.) et (17.) patet, deteratmationem mofus fnroposiü pendere 
ab integratione daarum aequationum di/fereiUialium primi ordinis inter 
(res variabiles (p, s, t}, 

19. difidsidrj = 7j: \s^'\-if — 4>: — |*i? -}"*'• 

Quas aequationes differentiales, quia a Constante generali h vacnae sunt, sim- 
plidores censere licet iis qoae, non adhibitis substitutionibus (16.) aut eanim 
similibus, adiumento aequationis (9.) per unins variabiUs ellminationem obtinentur. 
Integratis (19.) snppeditabit formula (9.) valorem ipsins n Nimirum cum sit 

fit e (90, 

20. r = l{*-i(*^+iy% 

Deniqne tempus t invenitur formula 

21. dt^^dr = ^.dq>. 

lam aequationum differentiallum (19.) Investigabo Mnttiplicatorem iV. 

Si adUbemus formulam differentialem, qua generaliter MuhipUcatorem 
definivi, fit 
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idtoque e (16.), 

22. rflog2V=-i^rf9) = -^; iV = ;|. 

Unde subßliluendo (20.) et factorem constantem ^h reiiciendo, fit aequalionum 
differentialium (19.) MuUiplicalor 

iV= \ 

Qui Mulliplicatoris valor valet, quaecunque angali (p $it functio 4>^ qua aequa- 
üones differentiales (19.) afficiuntar. 

Miiltiplicatorem etiam per praecepta generalia Cap. II. tradita hoc modo 
indagare licet. Scilicet aequationum differenüalium (8.) Multiplicator est unitas. 
Unde aequationum differentialium 

dr s dfp II 



dt Vr ' dt Vr^ ' 

Multiplicator aequatur unitati divisae per quantitatum r, (p, s, rj Determinans, 
variabilium ^> ^> ^9 ^ respectn formatum. Quod Determinans, cum quantitatum 

r ei (p yalores ab ipsis jT ^^ jj VACui sint, aeqaatnr producto Deternunantta 

quantitatum r et 9 ipsorum ti et t; respectu et Determinantis quantitatum s ett] 

ipsorum -jt ^^ "jr respectu formati. Quorum Determinantium alterum fit — , alte- 

rum r, unde aequationum (23.) Multiplicator et ipse = 1 invenitur. Deinde si 
Integralis (20.) ope eliminatur variabilis r simulque de aequationibus differentiaU- 
bus (23.) prima reiicitur, Multiplicator aequationum differentialium, ea eliminatione ad 

minorem numerum paucioresque variabiles reductarum, ^ecundum $• 10. aequatur 

dr 
differentiali partiali ^ , designante h Constantem Arbitrariam qua Integrale (20.) 

afficitur. Quod differentiale partiale e (20.) fit — -r-. Denique aeqpationum 

differentitlinm (19.) Multiplicator invenitiir dividendo per ^r^, qidppe per quod 
multiplicandum erat ut quantitates ad dextram aequationum (19.) prodirent; oade 

factore conatante — j reiecto prodit aeqttAiibnQm(19.>Mnltiplicatoir4^, uti supra. 
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Cognito ipsius iV valore, si aequationnin difFerentialium (19.) integmlione 
prima exprimitor variabilis 17 per r, 9 et Constantem Arbitrariam a, principio 
uitimi maltiplicatoris obünetiir alterum Integrale 



J da ' y|0- + (*»+wM} ~ ' ' 



ubi anb integrationis aigno post valorem ipsiua tj sobsUtutnin differentiale com- 
pletnm habetur atque ß Constantem Arbitrariam designaL Eulerus Integra- 
tionem primam, etsi succederet, in hac qnaestione parvl adhimenti fore putavit, 
cum de ulteriore integratione desperandum esset. At novo principio generali 
Ultimi multjplicaloris ipsam ulleriorem integrationem absolvere iicuit, dum de 
prima integratione nihil constat. 

Evanescente h habetur aequalio integralis particularis , 

24. * = i(**+i7i7), 

unde una tantum inlegranda manet aequatio differentialis primi ordinis inter duas 
variabiles s et (p, 

2^- ^-*)^(2*-^*) = 0. 
Cuius aequationis differentialis Mulliplicator M definitur formula 

d(p * ds ~*/(2(P — ««)~2i7 * d<f ' 

unde ßM^= )/r. Invento aequationis differentialis (25.) Integrali eiusque ope 

expressa cp per s et a, fit ilf~' = ^, ideoque 



26. 



(i^)" 



designantibus a et ß Conslantes Arbilrarias. 

Formuiae prorsus analogae habentur, si mutuae attractiones non distan- 
tiarum quadratis inversis sed aliis quibuscunque potestalibus proportionales sunt. 
Observo tarnen, casu quo trium corporum quae in eadem recta moventur muluae 
attractiones cubis distantiarum inverse proportionales sint, motum totum tantum 
ab unica Quadratura pendere. 

Si vires sollicitantes in motu systemalis liberi functiones Coordinata- 
rum homogeneae quaecunque sunt, generaliter per substitutiones antecedenlibus 
similes systematis aequalionum differentialium ordinem unitate diminuere licet, 
quantitate cui Coordinatae proportionales statuuntur eliminata. Quam, docet theoria 
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nostra, aequationnm differentialimn iis substitotionibiis redoctaruin Mnltiplicatore 
determinari , ideoque, si illae complete integratae sint, Determinante fbnctionali, 
quo earum Multiplicator delur, variabilis qnoqoe eliminatae valorem absque Qoa* 
dralura suppeditari. Si principiiim conservationis yirium vivarom valet, eo ipso 
variabilis eliminata determinari potest, onde vice versa aeqnationum differentialiom 
rednctamm Mnltiplicatorem eruere eamnqiie olUmam integrationem redncere 
licet ad Quadraluras. Excipiendns est casus particularis, quo Constans Arbi- 
traria, quae valori semisummae yirium vivarum accedit, nihilo aequiparatnr. 
Eo casu aequalionum differen)ialium reductarum habetur Integrale particnlare, 
unde ordinem systematis earum denüo unitate diminuere licet; quanütas ^mi- 
nala autem rursus delerminabitur Mnltiplicatore systematis aeqnationum differen- 
tialium bis reductarum. Qinc seqnens nanciscimur theorema: 

,,Sint vires, quibus systema liberum n punctorum materialium soUicitatnr, 
,,functiones Coordinatarum bomogeneae, valeatque principium conservationis 
,,virium vivarum; casu particulari, quo Constans Arbitraria valori virium 
,, vivarum adiicienda nihilo aequatur, systematis aequationnm differentialimn 
,,ordo duabus unitatibus diminui sive problema revocari potest ad integre- 
,, tionem 6 n — 3 aeqnationum differentiefium primi ocdinis inter Gn — *i va- 
,,riabiles; quibus complete integratis obtinetur valor (6n— 1)^* variabilis per 
,, differenliationes secundum Constantes Arbitrarias institutas , qui valor in 
,,ttovam Constantem Arbitrariam ducitnr; Gn** variabilis principio conser- 
,^vationis virium vivarum determinatur , postremo tempus ut semper obti- 
,,netur Quadralura/' 
Quae hac Analysi demonslrantur. 

Sit X una in Coordinatarum, sit m massa puncti ad quod ea pertinet, 

pouatur jj^=ix\ habeanlurque 3n aequaliones differentiales iii-^=X, de- 

signante X funcüonem 3 n Coordinatarum homogeneam t^ ordinis. Ad qoantitates 
analoges denolandas indices subsoriptos adhibebo. Sunmiationibus semper ad 
onines 3 n Coordinatas exlensis , peno 

2:tnxx = rr, ar = ry, a:' = ;>|/r'+S r' = p j/r*"*"*, X=r^Q, 
unde quantitates Q erunt solamm qnantitatum q functiones et ipsae homogeneae 
t'' ordinis. His statutis obtinetur 

27. ( „/ ._ dp _ X %\\ £t^ _ , ._, /O . , \ 

2mon = i}. 
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Hinc inter variabilem r et 6n variabiles q el p obtinentur &n aequationes dif- 
ferentiales primi ordinis, 

28. dr:dq\ dq^ :dp: dpi 

= rff.p-qifip.-qiQ....:^ ^P^'m 2^'^ 



• • • • 



in qnibus suppono ipsius q substitutam esse valorem Smqp. Si de parte 
dextra r^f, de laeva dr reiicitar, abeunt formulae (28.) in 6it — 1 aequa- 
tiones differentiales inter 6n variabiles q et p. 
Sequitur e (28.): 

dr : \d2mqq = r : 1 — ^mqq, 
unde, designante c Constantem Arbitrariam , fit 

29. r^(l— -Zmy^) = c. 

Valente principio virium vivarnm, designet K fnnctionem ipsarum q homoge- 

neam (t-fl)ti ordinis =-rj-r2qQ =/sQdq9 atque h alteram Constantem 

Arbitrariam, obtinetur 

30. r^^'(K — ^2mpp) = h. 

Yocemus M Multiplicatorem aequationum differentialiam (28.), erit 

siqoidem ü designat summam quantitatum tq, p — q(f etc., — — —k^P9 etc., 

respectiye secnndom variabiles r, q etc. , p etc. differentiatarnm. Qnae somma, 

cum Sit -^ = mp, ^=mq, evadit 

Ü=XQ, ubi ^=1 — i(t-f3)(3ii+l), 
unde sequitur 

31. rflogil!f=— xrflogr, M—r-''. 

In quaestione proposita non adhibendum est Integrale completum (29.), sed par- 
ticulare pro quo fit c= 0; subslitutiones enim adbibitae suppeditant aequationem 

32. 2mqq = 1, 

cuius ope 3 n variabiles q ad alias 3 n — 1 variabiles w reducere licet. Vo«* 
cemus 17 Determinans functionale 3n— 1 quantitatum w et quantitatis \—JSmqq, 
3n variabilium q respectu formatum, sintque aequationes differentiales reductae, 

32. dr : dw : dwi . . . .:dp: dpi • . . . 
= rQ:W:fV,....:P:P, .... 

CreUe*i Journal t d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 45 
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seoundum regulas generales fit aequationum (32.) Mulliplicator 

Qui salisfacere debet aequationi 

Si Yocamus 1/ Multiplicatorem 6n — 3 aequationum differentialium primi ordinis, 
inter 3n — 1 variabiles u' et 3n variabiles p locum habentium, 

34. dw : dwi . .. .: dp: dp^ ....== W: Wi . . . . : P : Pi . . . . , 
determinatur L formula 

unde, cum e (32.) sit ^ = f^r^ e (33.) sequitur, 

dlogL = dlogNr, 
ideoque aequationum (34.) fit Multiplicator 

35. L = rN = jj ylr-fi = //.^H('+3)(3'.+i) • 

Aequationibus (34.) complete integratis, quantitas L per theoremata initio hoins 
Commentationis proposita obtinetar formatione Determinantis functionalis, ideoque 
variabilis r ope aequationis (35.) absque Quadratura per variabiles w el p 
determioabitur. Si conserralio virium vivamm valet, dabitur r aequatione (30.), 
unde 60 caau dato variabilis r valore vice versa aequationum differentialium (34.) 
suppeditatur Multiplicator 

1 



36. 



H.{K^ii:mpp)^^'''^''^'^''-'' 



Seorsim examinemus casum particularem h = Oj quo fieri non potest ut ipsius r 
per quantitates w el p determinatio ex aequatione (30.) petatur. Eo casu ope 
aequationum 

poterunt Gn quantitates ^et/;ad6n — 2 alias quantitates v reduci. Sint 
aequationes differentiales reductae, 

37. rfr : dvi :dv^.. ..: dv^^^^ = r p : Fg : F^ . . . . : V^^^ , 

sitque G Determinans functionale 6ii — 2 quantitatum v duarumque JSmqq et 
K'T'^'Sfnqq, 6n variabilium q el p respectu formatum: secundum regulas 
generales Cap. IL traditas erit aequationum differentialium reduclarum (37.) 
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Mttitiplicator 

— ^ _ 1 

denominatore 1^+^ inde proveniente, quod in aequationibus (29.) et (30.) functio- 
nes Conslantibus Arbitrariis c el h aequatae per r^ et r'+^ multiplicantiir. Eadem 
ratione, qua supra Multiplicatorem L eN deduxi, sequitur, 6n— 3 aequatio- 
num differentialiom primi ordinis inter 61» — '2 variabiles v locum habentium, 

38. dvr.dv,....: dve,^, = V,:V,....: Fß,., 

MaltiplicatoreiD fieri 

AeqQationibas (38.) complete integralis, MultipUcator y Determinante functionali 
datur, ideoque ope formulae (39.) variabilis r yalor per quantitates v sine Qua- 
dratora determinatur. Qui insuper in Constantem Arbitrariam dncendns est, quippe 
proporlionalis est potestati Multiplicatoris , quem factore constante arbitrario affi- 
cere licet. 

Principium Ultimi Hultiplicaloris applicatvr ad syst^ma libemm punctoram maleriaiium 
in roedio resistente motum. De cometa in aethere resistente circa solem meto. 

§. 29. 
Determinatio multiplicatoris etiam in qiribusdam problematis meehanicfs 
succedit, in quibus viribus soUicitantibus aliae accedont' e medii resistentia natae, 
veluti in motu puncti in medio resistente circa centrum fixum, versus quod 
secundum legem Neufonianam attrahitur. 

Sint rursus puncti massa f/i/ praediti Coordinatae orthogonales a^i , yi , 2;^ , 
Sit j?|=-^, y\=z^^^ z'i = -^^ atque puncti velocitas 

Si puneta moventur in medio, quod cuiusque motui in directione tapgentis or- 
bitae eius resistit, viribus massam mi secundum Coordinatamm direc^qpa aol- 
licitantibus JTj, Fj, Z^, quae solarum Coordinatarum et, si placet, temppris t 
fonctionea esse supponuntur, accedunt vires resistentia medii provenientes , 

jr' v' Z*' 

— mifiVi.-^, —m.fiVi.-^^^ —miftVi.-^^^ 

nbi Vi est solius v,- funciio resislenliae legem exprimens atque /) , si forma cor- 
poris fitf Don respicitor, «st soUram x,, yi^ x-, fonctio aeifiulift deositati medii 

45» 
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in puncto m, , divisae per massam in/ et multiplicatae per Constantem snperficiei 
corporis m,- proportionalem. Est igitur motns systematis liberi punctorum ma- 
terialium determinandus per systema aequationum diiFerentialium secundi ordinis 
hniusmodi , 

..- = -A; / -• r ; . • 

rft* m,- * '* ' Vi ' 

di^ nn '* ' r* 

Quarum aeqoationnm differentialinm Multiplicator M, cum functiones^, F^, ^i? A 
ab ipsis x]^ y|, «^^ vacuae supponantur, definitur per formulam differentialem^ 

-rff = -^^( — ö< — + — Wi — "^ — ^i; — '' 

Bive 

Si motüs in piano fit, aequationis (2.) loco habetur 

dt -^hX^i^i T Q^. (• 

Si mottts in eadem recta fit, habetur 



dt ~ " dvi ' 
unde fit üf = 1 , si F,- est constans. 

Sit Vi == Ti sitque medium uniforme ideoque quantilates fj constantes ; 

sequitur e (2.): 

3. itf = e'^^r'^y 

Haec docet formula, si motus fiat in medio uniformi, cuius resistentia 
velodtaH direete proportionalis sit, aique vires sollidtantes Xi, Yf, Zi 
a sciu Oöordinatis pendeahtt post omnia nUer quantitates Xi, y^, %, 
x'i, yU z\ inventa IntegraHa ultimo loco t per Coordinafam aliquam sine 
nova Qnadratvra exprimi posse. Sint enim pro nnmero n punctorum ma- 
terialium 6it— 1 Integralia inventa, 



*) Pro meto in piano fit eo casu Mss e '" 9 pro motu in eadem recia, ilf = e '" . 
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ubi a^ , «2 etc. sunt Constantes Arbitrariae ; sit x una qaaeconque Coordinalarum 
atqiie J Determinans functionum Fiy F2 etc., quantilatum respectu omnium 
Xi^ Xi9 ^1*9 ^U yU ^\ praeter x formatum: seqnitur e (3.) secandum Muhi- 
plicatoris definitionem initio huius Commentationis traditam, 

desi^ante r novam Constantem Arbitrariam. Si virium sollicitantium expressiones 
Xi , Yi , Xii praeter mobilium Coordinatas ipsam quoque variabilem t continent, 
hanc noD amplius separare licet; at docet formula (3.), cofUftante Muttiplica- 
tore M ullimam integrationem absolvi Quadraluris. 

Ponamns, systema punctorum materialium sive liberum sive cerlis con- 
ditionibüs subiectum si in medio non resistente moveretor conservatione area-- 
mm gandere, valebunt pro motu in medio resistente tres aequaliones, 

5. <^d.2mi(Zix\ — XiZ'{) = — 2mifi—^ {ZiX'i — XiZi)dt, 

Vi 

rf.-Zm.Car./i— yi^r;-) = —Smifi--^{Xiy'i—yiX'i)dl. 

Vi 

Hinc si rursus Fj=r.- et quantitates fi omnes eidem Constanti /^aequantur, sequitur 

i2mi(yiZl—Ziyi) = ae-f*, 

[SfniiXiyi—yiX^) = e^-^^ 

designantibus a, b, c Constantes Arbitrarias. Patet e formulis (6.), «i ele^ 
menta omnia sphaerica eiusdemque densitatis et magniludhus sttpponanturf 
atque systenia eorum in motu in vacuo conservatione arearmn yauderet, 
eandem locum habere, si motus fiat in medio uniformi cuius resist-entia 
velocitati proporfionalis est, eandemque fore plam invariabilis positionem ; 
summam arearum autem inde a tempore t = descriptarum et per massas 
muUiplicatarum non sieuti in vacuo proportionalem fore tennpori t, sed 
quantitati 

designante f Constantem posiiivam, ideoque tempore in infinitum crescente 
ad limitem crescere finitum. Ubi systema liberum est ideoque e (6.) et (3.) 
constat ipsius M valor per quantitates Xi , yi ^ Zi^ x]^ yi^ z] expressus , docet 
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prindpium ultimi Multiplicatoris, praeter tria cognita Integralia prima (6.) adhnc 
ulümum Integrale, inter quantitates ar,-, y,, Zi^ x\^ y'i^ z\ locum habene, 
Quadraturis absolvi posse. 

lam unius puDcÜ liberi consideremns motum planum in medio resistente. 
Qu! motus definitur duabus aequationibns differentialibns secundi ordinis, 

ubi X, Yf f Coordinatarom ortbogonalium x et y, atque V velocitatis 
V = i{po* x' -\'y*y') functiones supponuntor. Aeqnationum (7.) Multiplicator M 
definitur formula differentiali , 

Ponamus vim sollicitantem constanter dirigi versus centrnm fixnm, quod sit 
initinm Coordinatarum, sive esse X: Y=:x:y, sequitur e (7.): 

^' dt — ~''^' 

Unde si F=i?", e (8.) et (9.) eruitur, quaecunque sit functio f, 

10. M = " IZZTT. 

yxy* — yx'Y'^^ 

Si vis attractiva est functio radii vectoris r sive distantiae a centro 
attractionis , quam functionem designemus per 

^ rfr dr ^ 

MuItipKcalorem pro lege resistantiae adhnc generaliori asaignare lieet. Scifioet 
eo oasu e (7.) sequitur formula, 

11. d{\vv^F{r)} = —f.vV.dt. 

Qua iuncta aequationi (9.) patel, si a et 6 Constantes sint, assignari posse 
integrale expressionis 

ry(ov-\'^)dt = —ad{^vv-\-F(r)} — bdlog{xy'—yx'). 
Expressione ad laevam aequiparata . buic, 

eroitnr 

12. F = i>*-*«»"\ 
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Qua resistentiae lege supposila fit 

16. M = ; ^rr-. 

Pro motibus incitatissiinis, sicuti sunt cometarum , resistentiae lex formula (12.) 
expressa non a rerum natura abborrere videlur, praesertim si Conslanti a valor 
perparvus tribuitur. 

Introducendo Coordinatas polares sit 

x = rco$(p, y = rsiny, '"'=^1 ^' = rf?' 



unde 



Ponamus 



fit 



vv = r'r*-\'rr (p'(p\ 

xy'—'yx' = mp' = r-^i^v — r'r'). 

xy — yx' = rr(p' = ß. 



unde 



dr 
15. 



14. r' = y'(2«-^-2F(r)). 

Hinc cum sit r'dt = drf seqoitur e (9.) et (11.): 

da fvV 

/(2a-^-2F(r))' 

dß ß fv-^ V 

/(2.-^_2f(r))- 

Si motus propositus est motus cometae circa solem, atque densitas aetheris solem 
circumdantis functioni distantiae a sole aequatur, fit f solius r functio. Porro 
cum sit V solius v functio, ope aequationis 

V = V(2a — 2F(r)) 
quantitates rF et r~^F per a et r exprimere licet. Unde idonea variabilium 
electione effectum est, ut motus cometae circa solem in aethere resistente 
tantum pendeat ab integratione duarum aeguationum differentialium primi 
ordinis inier tres variabites a, ßj r; qua tr ansäet a si determinantur a 
et ß per r, obtinenlur (p et t per Quadraturas, 
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ßdr 



J rr 



y(2«-^-2F(r)) 
16. 



J 1/(20— 



dr 



ßß 



Fix)) 



rr 

Antecedentia valent, quaecunque sit resistentiae lex sive quaecunque sit V ipsius r 
functio. TJbi autem aetheris, in quo comela drca sotem movettir, resistenüa 
polestali velocitati euicunque proporüonaÜs est sive eiiam ledern yeneraÜO" 
rem seqtiifur expressam formula r= r*""^^**"'*', in qua a el b Constantes 
quascunque designanly site aether uniformis sive cum dis/antia a sole 
necundum quamcunque legem variabilis sit, quaecunque sit vis attracüva 
solis^ unico cognilo Integrali reliquae tres integrationes per Quadraturas 
absolvuntur. Nimirum determinata V per formulam (12.)) constat per for- 
mulam (13.) aequationum dÜFerentialium propositarum (7.) Muliplicator M; eo 
autem cognito etiam dabitur Multiplicator M^ aequationum differentialium , qoae 
c (7.) oblinentur loco ipsarum x, y, x*, y* quantitates r, tp, a, ß introducendo, 

rfr _ 1 

dt ~ 



/(^«-|~-^fW)' 



M 

Etenim aequatur -^ Determinanti quantitatum x, y, x'y y\ variabilium r, q>, a, ß 

respectu formato, unde si reputamus, ipsarum x eX y expressiones quantitates 
a el ß non continere, fit 

^^^~\drdq> dq>'dr/\da' dß'^'dfi' da/'^^ 

rM rM M 



da dß _da_ d£ xx'+yy' r' ' 

dx^ ' dy dy^'dx' 

Si Uli in (15.) variabilem r loco ipsius t pro independente adhibemus, Multi- 
plicator antecedens in r' ducendus est, unde in ipsum M redimus , qui ponendo 
F=r*-^^*"*'" secundum (13.) invenilur 

17. M = ß^e-^^ 

Qui valor cum non afficiatur variabilibus 9 et f iisque non magis afBcianlur 

differentialium j- ^^ ^ valores (15.) 9 eril üf = /?^€~"" etiam Multiplicator 
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duarom aequationum differentialioni primi ordinis (15.) 9 inter tres variabiles r, a^ ß 
locum habentiam. 

Qaod ut directe pateat, pono 

18. ry =^ — = ^(2a-2"F(^' 

unde 

r'= |/(2«_2F(r)-^) = ri/(l-yy), 

dr^_ -ß dy_ _ J^ 

ao ~ w» ' 3/* ~ v" 

Ubi insuper brevitatis causa vocamus R solius r functionem 

19. r-t»-«/'.<r'"w = Ä, 
fit 

20. rvf.MV = rp*/9-*. /•«»'■"''-'" = Ä.y-*. 

Quibus substitutis si elementam independens är Multiplicatori M proportionale 
statuimus, aequationes differentiales (9.} evadunt: 

' /(l— yy) oß y(l— yy) da 

* • 

Quam patet ita comparatam esse formulam ut, dextris partibus vocatis A, B, C, fiat 

' ■ ■ - 

o„ dA,dB.dC_dB,dC_ 

i « 

sicuti fieri debet. 

•■■.'.,• 

Sint u ei w duae quaeconque variabilium r^ a, ß fonotiones atque 
obtineatur e (15.) sive e (21.), 

dr : du : dw = /?-*^"« .D:E. 

Sit porro inventom aequationum differentialiuro (15.) sive (21.) Integrale, Con- 
stanle Arbitraria c affectum, cuius ope exprimantur r, a, ß per c, ti, w, 
ponaturque 

h' dw dw'du)'^duww'dc öc ' 9m?) ' 3t«? <öc *öw öii'öc) ' 

sequitur e principio Ultimi Multiplicatoris altera aequatio integralis, 

fj{Edu—Ddw} = Const., 

ubi, et ipsis /^ et £ per tr^ ir^ c expressis, sab integrationis sigao differen- 
liale completum subest. 

Grelle*! Journal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 46 
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De moltiplicatore aeqoationum differentialüim isoporimetricarum. 

§. 30. 
Sit D data functio variabilis independentis t, dependentium x, y, z etc. 
et quotientiiim earum differentialiom x', x" etc., y', y" etc., %\ z" etc. etc. 
Si proponitur problema, functiones Xj y^ z etc. ita determinandi , ut integrale 

füdt 

maxhnvm minimumve evadat seu generalins, ut eius integralis variatio eva- 
nescat, constat problematis solutionem pendere ab integratione systematis aequa- 
tioDum differenlialium , 

. dv au 

^^ — dx~ dt + dn ®^' 

d^ d^lIL 
,. _ du ay , ^ dr" , 

= -5 -^r: — f- .^^ etc. etc. 

dz dt ' rfP 

Quas in sequentibus vocabo aequatianes diffirentiales t9operimetricas , cum 
problema, quod ab earum integratione pendet, nomine licet improprio isoperi- 
metrici appellari soleat. Quaeram aequationum differentialium isoperimetricarnm 
Multiplicatorem. 

Incboabo a casu quo ipsa U praeter yariabilem independentem / unicam 

■ 

continet functionem incognitam x una cum eius differentialibus x', x"^ xf^"*^. 

Eo casu unica integranda est aequatio differentialis 3ii^ ordinis, 



1. u _ r — ^^ rf< T rft» . . . . ± ^j, . 
£x aequalione (1.) si eruitur quantitatis ar^^"^ valor 

hnius aequationis MultipUcatorilf secundum (5.) §. 14. definitur formula differeatiali, 

av 
rfiogjtf _ aj _ gjc^^^"^) 

E n-f 1 es^ressionis F terminis bini Ultimi sol! continent quantitatem o?^^'^'^, 
solus ultimus quantitatem x^^"^, unde fit 
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2. 






Quantitalum ad dextram valores suppeditat fornrala generalis, quam in variis 
occasionibos utilem hie apponam. 

Sit W functio quaeconque variabilis mdependenüs t, dependentis x 
atque ipsius x qnotientiüm differenlialium x'^ x" etc.; fit 

dt" df" dV^ 

m 

Factis differentiationibns et ubique Substitute formula 
eruitur quantitas in dscf^''^ ducta, 

"• </<" _ ° -axo» , 'ajCK-i) ^ OT(m— 1) axc-») , 

ax<'') — dt" "T ^ rft-^'i '' , liv ■' rfirr* 1 .®^.', 

quae formula, si tn^x, usque ad terminum 

m.(in — i){m — 2) .... (m—x-f-l) dx 



» ■ 



1.2.,.. X df^-" ' 

si m^x, usque ad terminum 



ö FF • . ö; » 



continuanda est. Posteriore c^u formula (3.) etiam hoc modo ejdiiberi potest, 

Formulae antecedentes (3.) tSt^^O inlniulalde manent, si functio W praeter 
variabilem depMdetttem x '■ eiusque quötientes dUTerentittll^d '«lias' dependoRfes 
y, Zf etc. carumque quotientes differ^nliales contindt. > Si functionem H^plures 
variabiles independentes dependentesqüe earumqiiö diflRiirentialia partialia affi- 

46* 
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ciunt^ eamque secundnm diversas variabiles independentes diversis vicibus 
iteratis complete differentiamus, huius quoque differentialis coii^)Ieti dÜFerentialia 
partialia simili ratione inveniuntur. 

Ponamus ipsius x diiFerentiale n^"^ aUissimum esse quod in expressione 
W obveniat, sequUup e (4.), si ;^ = m-f n, 

d'^W 
\ ^^"^ — ^^ 

SI x = iii-|-» — 1, 

drW . BW 

J^^+'-i) ajrC'-^> » ^ dt 

Unde ponendo iii==:ii, 191 = it — 1 prodit 



Q exf) - ' öx<— ') 



rfr a»i7 *" rf«»-» d*u 



_ax('') d*u 

ax<*"-*' ax<')ax<"-') ' </« 

Qnibus valoribas in formalis (2.) substitatis eraitur 

a«i7 



d.T, 



unde iam 



, «^. ar _ ^ -ax(")axt") 



dlog 



diogM __ ^ '^axoaxo . ;,|^__ I d*u \ " 



7r~ ~ " dt ; ^ — Vaxf"yäi(M> • 

Multiplicatoris üf valore invento, principio ultimi Multiplicatoris ultima integratio 
Qtndratnris absoM potesL Sit ex. gr. 

ubi M, F, G ipsaram t et jp datae funcliones sunt, und» eroituf 

d*ü EG — FF 
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Hinc, proposita aeqnatione differentiali , 

du 



d. 



Bx' dU _ . 



dt dx 

si per primam integrationem x' per f, x et Constantem Arbitrariam a ex- 

pressa datur, altera integratio dabitnr formula 

dx' 



f- 



{EG — FF)(x'di — dx) 

— = Const., 



\E-\-2Fx*-\-Gx'x'\* 
ubi sab integrationis signo differentiale completum subest. 

§. 31. 
lam statuamus, functionem U praeter variabilem independenteiD / piu- 
ribus affici dependentibus earumque quotientibus differentialibus , omnium autem 
variabilium differentialia altissima ad eundem it*"*" ordinem ascendere. Sint 
variabiles dependentes tres x, y, Zf tres integrandae sunt aequationes diffe- 
rentiales 

1. Jr==0, r=ü, Z = (), 
posito 



( ,YT—^^ --a-r- , " -dx" , i\n_J^ 






dy dt ' dt* ^ ' df 



Ex aequationibns (1.) altissimomm quibus afficiuntur differentialium x^^''^ y^^"^, z^^"*^ 
petantur valores, per differentialia inferiora ipsasque variabiles x^ y, z, t expressi, 
quibns respective secundum quantitates ar^*""*^ y(^«-i)^ ^jO'»-!) differentiatis fiat 






unde aeqnationnm differentialinm (3.) Multiplicator üf secundam (5.) §. 14. erit 



dt 



366 
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Quanütates u, ri, W2 determinandae sunt tornis aeqaationum linearium syste- 
matis, quae solis terminis ad dextram positis inter se difFemnt, 



5. 



dA: . BJC , 



ö^ 



d¥ 

dZ 



w = — 



dx 



BY , dY _ _ 



\ BY , BY BY 

" T 



3Z ■ BZ , BZ _ _ 

aJT I 3^ , a^ _ 

r^'T flv(*») *'»T 32(2,) *^i — — 



5j.(2»J ~1 I ö^(2 

3jpP«) **iT Syitn) *'iT öa(*") "'* 

az , BZ 1 az 

3j.(i») «i-f- d^(M »1+ ^aP"i *^» 

Q^2n) «1+ a_^P") »«+ -^spt-«'» 

^J' .. I g^ ^1 dY 

^"«T 3, ,(2,) Pj-f 5 2,(2,) «"2 



ax(* 
az 



az 



V aj:(^ 



sr*'^+"äj<»^*'*'^ 



az 



aa(»») 



IT, = — 



BZ 

axt»"-" ' 

BX 

ar 

3^(2«-l) » 

a_y<*"-') ' 
a^ 

Q j(2,-l) » 

az 

gjj(2,_i) • 



Ponamus 



6. 



(• 






B*U 



Bjri") ax^"' 
B*U 

öy(") az(») 



4, 



a*i/ 



a»ü 



ß. 



a»r 



f 



B*u . • a»c/ 



a/''-»>aa('') a*t'!-*)a/"i' " 

B*U B*U 



az<">azi"> 

3*17 

ax<">a>'<"> 

I • I , ' i • , .' 









BU 



In formulis (5.) et (6.) §. pr. ipsi IF substituendo sex functiones 

BU BV BU BU BU . . , .. 

äjöö' SW)-» äi?^=öv-g5;(S=ir» -äjcszirv pro ipaa ;r.jflilern,fancliqi»e^ f , jr,,« 

sumendo sequitur 
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7. 



dX 

ex 






dY 



dY 
dY 



a^r 



5j.(»— 1) 

a^ 

ajT 
la 2(^—1) 



» 



dt 



dY 



dF 
n-T-. — c, 



n 



dt 

dE 
dt 



+ *» 



a jp»-») 
ar 

dY 

d zP-^') 



dF 



dZ 



n 



n 



dt 

dB 

dt ' 



+ c, 



ax(*"> 

dZ 
dyf^'f 

dZ 

azP") 

dZ 



E, 
D, 



c. 



axP"-') 

dZ 

dZ 



dE . 
n-rz — b, 



dD _ 



n 



ft 



dt 

dO 

dt 

dC 
dt • 



+ '»> 



Hos valores snbstituendo tria systemata aeqnatioDum linearium (5.) evadunt, 



.8. 



Au^Fv^Ew 
Fu-{-Bv-\- Dw 
Eu-\-Dv-\-Cu; 

AUi-\-Fvi-{-Ewi 
Fui-\-BVi-\-Dwt 
Eui-\-Dvi-{-Cwi 

Aut-{-Fvt-\-Ewi 
FUi-\-Bv2-{-Dw2 
Eu2-\-Dv2-\-Cw2 



— n 



dA 
dt 

dF 



dE , . 



— n 



dt 

dB 

dt 



dB 
dD , 



—n 



dt 
dC 

dt ' 



Quorum systematum Determinans comorane si vocatur 



9. 



R = ABC—AD^-BE'-CF'^2DEF, 



eorum resolutione algebraica obtinetnr, 
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R _ M^ dA,.dR dF . dR dE\, dR . öÄ . 

in } n ^LdRdF,,dRdB.,dR dD\ , . dR . dR 

„ ^i, dR dE , . dR dD . , dR dC) , , dR . . dR 

Quibus formulis additis termini per a, b, c multiplicati se mutuo destruunt, 

unde prodit 

dXoaM III» ^ rf^ 

-TT- = -{«+'^i+«'>} = «TOT' 

ideoque 

ilf = K" = {ABC-AD'-B£P-CF'^'2DEF]\ 

Quo valore invento, si per omnia praeter unum Integralia inventa problema in 
aequationem differentialem primi ordinis inter daas variabiles redit, hains quoqne 
Multiplicator constabit. 

Adiumento theorematum generalium in fine $' 16. propositorum ante- 
cedentia extendere licet ad casum quo functio 27 praeter variabilem indepen- 
dentem numerum quemlibet dependentium continet, singuiarum differentialibus 
altissimis omnibus ad enndem ordinem ascendentibus. At si diversarum varla- 
bilium dependentium differenlialia altissima in functione U non omnia ad eundem 
ordinem ascendunt, Multiplicatoris aequaiionum differentialium isoperimetricarum 
delerminatio difficilior est. Scilicet nascitur difficultas eo quod casu quem innui 
aequationes differentiales isoperimetricae formem normalem exuant, qua altissima 
diversarum variabilium differentialia per differentialia inferiora ipsasque varia- 
biles determinantur. Reductio ad formam normalem cum molestissima ac saepe 
inextricabilibus difficultalibus obnoxia sit, demonstrabo sequentibus, quomodo ge- 

* 

neraliter eruere liceat formulam differentialem qua Multiplicator definiatur, etiamsi 
ipsa reductio effecta non supponatur. Quae formula in problemate isoperime- 
trico generali proposito ipsum Multiplicatoris valorem suppeditabit. 

De reduclione aequaiionum differenlialium ad formam normalem et formula symbolica qua 
reduclanim Multiplicator definialur. Aequaiionum differentialium isoperimetricarum 

ad formam normalem rcductanun Multiplicator. < 

§. 32. 
Datae sint inter variabilem independentem / atque n dependenles Xi , 
j*2, ^\, totidem aequationee differentinles .,.:.. 

1. F,= 0, f; = Ü, .... t\ = 0, 
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non ea forma normali praeditae quae pennittat, ut differentialium singularum 
variabilium altissimomm valores per differentialia inferiora ipsasque variabiles 
exprimanbir. Cuiusmodi babenlur aeqaationeE) ai inMrum nna pluribusve altis^ 
süna differeiitialia aiye oamiiio deaimt aive ex üa reliqnamm adinmento aequa** 
tionum elimiaan poaauAL £o caau iteratis aequationam (1.) differentiationibiis 
formandum est systema aequationum auxiliarium, quariun ope totidem diffe- 
rentialia eliminando forma normalis ernatur. Yarios modos, quibus ea operatio 
institui potest, in alia Commentatione tradam, qnippe quae quaestio mullis 
egregiis tbeorematis nilitur, quae uberiorem expositionem poscunt. Hie observare 
suf&ciat, si ad aeqnationes aaxiliares formandas aequatio Fi = sit Xi vicibus 
iteratis differentianda , ponatorqae 

d^'Fi 

TT ^ 9>o 



di 
numerw ü.« ita comparatoe esse debere^ ut ex aequatiooibua 

2. 9^s:0^ y2«=0v . . . • 9^ = 

aliissimorum differentialium in iis obyenientium 



(Pi) (P») (Pn) 

•^19 •^2 9 • • . • X„ 



peli possint välores |>er differentialia inferiora ipsagque Variabiles expriedsil 
Unde aequatioies (2.) .per se coaslderatae constituere debent aequationum dif- 
ferentialium systema forma normali gaudens^ multo tarnen idtioris ordinis quam 
qui systemati aequationum differentialium propositaram pröpriusf est. AequatiofiM 
enim propoaitas atque auxilinres praeter ipsaa (2«) oflMea habere licet pro aequa- 
tionum (2.) Iirtcgralibun «anun Tednctioni inaerrieBtibiia. Q«ae IntegraMa^ iicet 
particularia f < taUa aunt^ ut aequatjonuni differentialium eonun <^ redtictariim 
Multiplicator e Multiplicatore aequationum (2.) enü posaiL BiM« li ttntom 
aequationes (2.) proponerentur, loco aequationum 

di' dt' f 

ad reduetionem adbibed possent aequationum (2.) Integralia qompleta 

dt' dt' 1 

designantibus c^'^, 4'^ etc. Constantes Arbitrarias. Multiplicatir autem aequa- 
tionum reductarum secundum §. 12. obtinetur dividendo aequationum (2.) Mul- 
tiplicatorem per Determinam A^ -[- ^ • • • • -f" ^t functionum 

CreUe*! Joarnal f. d. M. Bd. XXIX. Heft 4. 47 
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foniitttiim t'es^Öttt ' M^i'e&liali^^ elitttinandoram, idqtie BiteCotistantHiüs AHbi- 
irtfils cj'^, *J'> öte. 'Valdrfes generales sefvantur^ sivo Us valofres triWrahtap pat- 
ÜMlaredV bti in quat^tione proposita, m qua omn^ statainittU' (ervteescbre. 

Aeiquationdm ' (ä:) Mnltipridator definitur föfniiilä symbolica $. 15, iraditiEt, 
' 3. 'älogM= ^log2±A[A^....A^:\' 
pösilo ' 



Has quantitates secundam formulas (5.) et (6.) $. 30. sie exÜiBere licet, 

Unde ad condendam fontfolam (3.) sufficiont datae aeqiaätiones (1.) nmnero^ 
nimque ^i, ^, .... l^ oognitio. Observo si ponatur. 

desigiiaiite «..numenun .quemcanqne, formulam (3.) abire i^ hanc, . 

-. HiS-^i.-^f •• • '-^ I . • .. . » ■ .i.i ..'.• . 

UQde. abUneri pqtest varialAonis form«ndae simplifioatio. : . t / 

Ie problemate iaoperimetrico, qnod aequatione <3[/*C^</<ac: conti^etqr) ex-* 
pressio U praeter variabiiem independentem / contineat n dependentea ^ryS^ 9 • • • • ^i. 
atqve differeatii^lia ipsius Wi asqae «d tititiim, ipaias X2 usque ad oMtuniOla: enint 
aequaiioiies^diffeheiitiales iBtegrandae, 1 h.:: 1!, ; 



' > 



= F„ 



«T' 


, dV 


.iT' 


dt"' 

dU 


rf*"^ 


r- 


du 



dt' 



\ 



,_i dU 

6. / = F, 



«r^ 



•i:];p^' 



/ ■ f 



rff 



m--! 1 • • . . 9 









• '•■/■.•' I..J !.■• » . I 
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Si i»! omniam numerornin ifi|, i»2, •••• ^n maximas est, ^eqaatioiiuin< auxi- 
liarhmi^yateiiie £iicUe.ooii8talobtineFi differeiitiaiidofl«qiiotioiie9iy^2== 
respective iWi — »I2, 1111-4-1113 etc. vicibus, tinde fit 

^1 = 0, k2 = ^i — ^»»2, Xz = ^i — ^39 .... k„ = fni — m„, 
p^ = ^tni^ 1^2 = füji -j- Uta , ;[fjsx=!;mi4-t»3 9 • •• • • Pn^^=^i^^^* 

Hinc eruitur 



• ,«. öt^ ,..-1 öü 



;.,:»■ 11 



<<"•■• 



= >, 



ax^.-^'^ dx^^''*^ 



• • f » ^ 






i-/., 



7 ; — ö, - ^4""^ 'gxi"^-^^ 

• . < ^^ — V2 "— . _, ^ , -, ^1 






--■»-- _j ^_ _i ■■ - - - A.^ ^_ ^ -_ 



= ^. = — 

Unde per formulas §' 30. seqoitur 

. 1 11 

8. 



' "^ - - ■ ■ » ■ I . • . , t 



! > > . ' , . IM 



(0 
ji 



■..■■1-: 



^^'^ ^' .JXL^ ät = fn,*4f-^B,,dt, 



> ) 



siquidem ponitar 









Cam Sit 



j 



,l;j.:;- ...iry«j_V. V» iifll) ••'■ W^ •■• i^" ■i-'-'-'-iM' '''"'''* 



^. -^, ideoque ^-^^,5^- ^^^ , 

in ifonnand« variaiioike- ^3.} binoraoi.lerininoniiHiaggi'egBta < ^"' i' ■ 

evanescant, unde ipsius </IogJf valör (3.) eruUur' / 

d\Qg2±Ä\Ai.... A^;^ = Uli d\ogS± A'J^.... A^:\ 
ideoque ^ 

' 9.,,^ M=f^:.{2±AU"'....Arr'. '' 



j" 1'. 
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Qua in formula ipsi^ A^^ yalores (8.) substituendo patet^ m nii maximtu 
ommum «i^ ms ^e.^ M^uari M poiesUfH w^l^^ DeUrmhHmiii fk 

au BV du . - '• 

ipsarum x^^^\ x['^^ etc. respeetu formatu 

§. 33. ' 

Reductio ad formam normalem reductanimque aequationnm differentialium 
Mnltiplicator sie obtmetur. i 

Quoniam aequationibns (2.) valores quantitatom 

*1 1 •*'2 ^ • • . . •i',1 

determinantur, bis quantitatibas expressioiies (pi^ 9^29 •••• <Pn &Uae aiiis afifi- 
ciantor necesse est, ita ut eliminatio snccessiva locum habere possit. Sint 

ipsi numeri 1, *^, «... n inter se permutati^ positoque 



« . • I 



' "l ■ ■ 

slatuamus, quanlitates ^^^'^ipsam q>i^ x^^J"^ ipsam 9x2, .... x^^^^ ipsam ^„ 
af&cere, quo nibil impeditur, qinn functio q)i praeter x^j^ tjuantitatum x^^'\ 
x^^'^ etc. alias vel eüam omnes conti^eat. Sapponamus ^ 1 



^1 ^^ ^ ^^ A3 ... . ^^ A„^£ ^^ A„, 

atque fieri 

A^+1 = ^9+2 • • • • = A^ = ip/ A^+i = A^2 • • • • == A„ = (y. v ^ x- 

Porro, designante fJk ^umenim ipso iL, non maiorem, statuamns 



. , ■ , ■ 1* 



lam ex aequationibuB propoailis «t aiudliaribas aeligwAis haee ir^-4 systMlata 
n aequationum, 1 ; 

q>i =0? ^2 =0, ...* y„ =0, 
10. {(p^f'^^^Q, yi^^=:*0^ .... |t^-'?^0, : . i , l: >i 



» I 



F, =0, F,.=*o,..,.. i^; |^o,.y-«j=*o, yi^Ho, ..• 9^-^=0. 



i4. C Qr^ J. Jfaeoiij ikeoria novi muUipIkaioris aequaH. diff. 878 
Syslemate primo, secundo etc., .ullimQ r^pccüve delenninantur quanlitates 



0.) dMTerentialia onmia expransnltir 



ioferiora. Eatfenk ralioiie äeqiialioiiibaa 





=0. <p%r''- 


-0, .... 9,<— ')_0, 


■ 


1 

1 * 


# 9 • 


=0, *i:;r'^= 

• M • A 1 


-0, .... 9)(-"-»> — 0, 


f 

g)^-^ = 


, • 


-'^o+l = 


• • • • 1 

= 0, F„+, = 


-0, .... F, 0, y<;f 0, 


= 


differentialia oBinia revocantar ad alia ipsis 










? • • • • •*,„ ? •*'«a+i » • • • • 






inferiora et ita porro.. 


Postremo «dvocatis aeqaationibas 








Vr+l 


1 


= 0,. 




•1 ' .' , . 


M ft * 


0, 9<X'*=^0' • • 9»i'^*= 


= 0, 


• ' ■ 


. 1 


^ • • 


= 0, ^T+2 — 0, . . . . F„ = 


• • ■ ■ 

= 


■ 



■ . . I 

fit at differtotialia pinia ad alin revoeeftiir infeoriorp ipsia. . ^ 

Formulae, quibas isla differentialia (11.} per inferiora exprittuntur, ipsum con- 
stituant aequationum differentialium systema forma Bonnali gaudens, ad qnod pro- 
positae (1.) revocari possant. Cuius Multiplicator secandum theoremata^ Capu II. 

proposita eruitur -j^^ designante D omnium fonctionum 

H>Sr'\ ^r"', 9i-'*\ 

9^r\ 9^r\ — 9l-'^^ 

f • 

V» 9 SP« 9 • • • • Tn 

Determinans sumtom respecta; qvantitatini i ..;. -^ 
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.•/;■.• !... *'. ... .jaf*^^* ' .*•*"■* ■ 'i': ..' ..*•*'''»» ('"^w ••■■■ • I •■*■•, t,-t 









Functiones enim illas nihilo aequiparando obtinemus aequationes reducendis (2.) 
adbibitas; quantitates illae antem sunt ipsae harüm aeqHätionam ope eliminandae. 
Qwe . cdiiniMtiobea ^yidimw d^aessive ini^tui posf!«[| |ta jäf ai»qim^Qii63 iqua^ 19 
eadem linea horizontali posai per se CQQßlituai^i «ystopiii..V)tjl4w quautitaUbus 
eliminandis sufficiens. Unde fit ut Deterndinans D pr,oductttm evadat a sive K 
Determinantium funcüonaliam simpliciorum , 

- . ■ I ■ , *«+« »o+« «» 

• ^ ■ • . . . • . >, 



1 ) --. 



a- •'»-'" 



siquidem in bao formida, designante h indicem ib fanctiQiie aliqua/obyenientein, 

ipso n/lh) designatur produclum fi/j.) f{fi -f 1 ) f(ji-\^7) .... f(y). lam in formola 

antecedente singnla Delerminantiä fnnctionalia, quae idem sigfnnni IT amplectatur, 
observo inter se aequaliia eTiidM^ci eiNi(mqiie fora ab''sr=iiU|ua^^^^ omil«. 

teretur. Unde si ponimus 1 j 

':i = «i«i.. -if', TT»' \« ^ ■■■■■•'... 

... . » . l- 

At-^X-^r+l -^r+2 • . . . -Ä„ J 






. « : : * ' I • • J ■ ' - • I I 



Posito 
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valor antecedens fit R^Ra Rl .. . . RlT^ ^ qui etiam sie exhiberi polest, 

14. D = äJ Ä^'"^^ r\'^^' ..:. äJit^^s 

* • ■ V • 

qua de formula, si bini numeri se proxime insequenies X^ el >l/^i inter se aequales 

A« — A* * 

existunt, poteslatem it»'^^ ' unitaü aequalem reiicere licet. 

Reductiones, quibns.aequationes differentiales propositae ad formas nor- 
males antecedentibus*assignatas revocantur, eae sunt qune pmnium simplicissimo 
modo efficiuntur. Pro quibus supponere licet a = sive simul de omnibus nu- 
meris ^li^'Jt,, .... K eorum minimum detrahere licöl; nam aequationuin auxi- 
liarium (10.) nonnisi ultima series ad redu<Aionem ädhibebatur. formte normalea 
illis reductionibos sioiplicissimis eratae tot existunt inter se drversM^ quol modifli 
numeri 1, 2^ .... n in talem ordinem Xi, Xj, . . . . x„ disponi possunt, ut quantitates 

x^'\ 0? J' , .... x^"^ aequationibus (pi =0, y^ =0^ ^^==0, 

x^^'"^^ 3?Sj'+*\ .... irjj^ aequalionibas (pa^i^O^tpa^^^O, ....^^^^0, 

^(^r+i) x^^"^^. x^ aequationibus y^.i==Ö, (p,i.l = 0^ (Pn = 

determihentur, siquidem in aequationibus iÜis quantitates illae solae pro incognilis, 
rdlqtiae pro datis habentur. Reductiones ad Nts formas päiicidres poscunt aequa-^ 
tibnes ^üdndHares eliflyinationes<lue bc si ptoponeretur rednetio ad tdlam allam for-- 
mäni noi^in&Iem , ex. gr. reductio vulgaris ad rniidam aequationem diiferentialem 
inf^r duas variabüelB^ quae vel emnium maximi^ ^olixia 691/ Neque pro aliis 
formis normalibus Determinans , pär quod M divideadum est^ condnnitate ex- 
pressionis (12.) gaudet. .; v - 

Antecedentia ad problema isoperimelricum propositum applicemus. Aequa- 
tionum differentialium (7.) unaquaeque simul omnibus aliissimis differentialibus 

af&cintur; unde ipsi x^, Xj, .... x„ designare possunt numeros 1, 2, n 

quocunque modo permulatos. Fit 

unde n quantiiates (11.) abeunt in quantitates xy "**'*; porro fit 
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Hinc, collectis formulis (9.) et (14.), fluit sequens theorema. 
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